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YKUSHb VU JEATEJIBHOCTb SHOLUA BOS? 
Axanemuk T. AJIEKCUY (Byganeurt) 


AHOWw Boa, OfMH M3 BeTM4aWIMX MAaTeMaTHKOB BCeX BpeMeH, Ob 
reHvem C Tparuyeckow cynbOouw. CyfbOa ero Obiia He TOKO AM4HOM Tparennel. 
B Hew oTpaxaetca OopbOa KaxKMOrO NporpeccuBHOrO MbICAMTeIA BeHrepcKOrO 
HapOfa, OCMEJIMBaBIUerOCA BbICTyNaTb 3a NpaBly W CTOMKMBaBIerOCA NOsTOMY 
C MMpoOBO33peHHeM rocnogcTBByollero Kacca. Boau Ooporca 3a mpusHanne 
Hay4HOH Wev, KOTOPad ABIANACh peBOJOWUMOHHOM. A pasBuTve OTe/IbHbIX 
OTpacleH HayKM He ABIACTCA M30JIMPOBaHHBIM ABIeHMeM. BappiBparoulmii ycnex 
NOMTOTABIMBaeTCA HE TOJIbKO BHYTPCHHMM Pa3BHTMEM JaHHOM OTpacim HaykKU, HO 
MW MHOFOYMCEHHBIMM Pa3/IM4HbIMH M3MCHEHMAMM B CTPyKType OOULECTBa, KOTOPHIe 
NO COKHOM KaNMIAPHOM CMCTeMe DKH3HH MPOHMKalOT B HayKy, 4TOObI HaKOHEL 
B TBOPYECTBE FEHHA PEROIIOUMOHN3UPOBaTh Hayky. A peBosounsA axe B OOaCTH 
HayKM BbI3bIBACT HCHABMCTb FOCNOACTBYIOMErO Kacca. 

Anou Boan pounca 5 gexadpa 1802 r. B r. Konoxpape, B JoMe oTHAa 
cBoel MaTepu, xupypra Voxedha Beuxo. Jlo ~pyxnetHero Bospacta OH BocnH- 
“ThiBasica B /loMajbae, B MMeHuM cBOero OTUa Papkawia Bosu. Cempsa B 
1804 r. nepecenunacb Br. Mapowpawapxeib, kyga Papxaw Boxan Obi npur- 
awieH Ha JOJDKHOCTh MpenosaBaTeA MaTeMaTHKH, PU3KKM H XMMUM B pedop- 
MaTCKMH KOJWIerMH. 

AHOUI C MOJOMbIX eT NPOABIA 4pesBbIuaviHy!O CNOCOOHOCTb K MaTeMa-. 
Tuxe. B ueTbipexseTHeM BO3pacTe OH yKe 3HaJ, YTO TAaKOe Kpyr, PasHyCc, WeHTp, 
game wv. axe cunyc. B pepaTb eT OTe NpuBeK ero K CHCTeMaTH4eCKOH 
yueoe. B TO BpeMa OH u3y4al KHUTM OBKAM Aa uM anreOpy Ouepa. Mare- 
MaTUKe MOUTH He MpHXOsAMAOCh erO Y4MTb, NOTOMY 4TO OH Cpasy BOCIPMHUMALI 
YCJIbILUaHHy!o TEOpeMy M MpeABHAes €€ JOKAZATEJICbCTBO. »Kak [baABON MpbIrHyJ 
OH KO MHe — paccKa3biBpaeT OTe — M Tpe6oBa MposowKeHue“. B BospacTe 
13-u eT OH yoKE MMCJ HaBbIKM 110 MH*pMHUTE3MMaJIbHO MaTeMaTHKe. 

OH cal 9K3aMeCH Ha AaTTeCTAT 3peJIOCTH, Tak Ha3bIBaeMbIN_,,rigorosum “ 
Bp 1817 r. Br. Bawapxene, m TeM CaMbIM JOOMJICA MpaBa Ha NpOMODKEHUE 


yueObl B yHMBepcuTere. 


1 Mamuamo ,bosan* uacro numyt Tax: ,Bonpan“. Bridpanhasa sam 3anvch 6onee 
COOTBeTCByeT BEHePCKOMY mpousHomenHnto c10Ba_ ,BOLYAI*. 
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@apKkauy Boan xoresocb, 4TOObl ero CbIH NPOJOMKA 3aHATHA B I. 
TerruureH m0 pyKOBogcTBOM ,,princeps: mathematicorum“ Taycca. Mea 
BBY, YTO B MONOAOCTH PapKal MMe ApyxKecKue OTHOWIeHHA C Tayccom, 
OH Hamucasl eMy MMCbMe B KOTOPOM MONMpOcH erO NPHHATb CbIHa K Cee. 

OjHako C Te4Y€HHEM BPeCMEHM 9TH OTHOWICHHA OxNayqemM M PapKau He 
NOWy4MI OTBeTa Ha CBO€ MMCbMO, HaMMCaHHOe MM B CJIMLIKOM HemocpescT- 
BeHHOM, TOHe. Tak MpeKpaTHlacb BCAKad BO3MO)KHOTb JIA TOrO, YTOOBI AHOLI 
MOF JOOMTbCA TUaTebHOM BbICLUeEH MATeEMATHYeECKOM MOJPOTOBKH. 

B To Bpema B BeHrpwa HeEMO3MO)KHO ObLIO M3y4aTb BBICLIyIO MaTeMa- 
tuxy. Jlet naTHaquatn Anour Boan Balajen MaTeMaTMKOM B TaKOM CTeMeHH, 
BbILI€ KOTOPOH BHYTPM CTpaHbI He/Ib3A OblIO MogHATECA. Ceppesnylo nosro- 
TOBKY OH MOF No.y4uTb Torga TObKO B Terrunrene um Tlapwxe. Ho gaa 
atoro y PapxKaliia HeXBaTHJIO fleHer, Befb CQ *KANOBaHMe 3a TO COCTABIAIO 
cymmy B 400 cbopuHToB, He C4MTad MaTy HaTypOM, 4EM OH MOP XKMTb OCH 
CKPOMHO BMeCcTe CO CBOeH CeMbeH. TObKO JeH@KHAA MOWMEpKKa MOMELLMKOB- 
APMCTOKpaTOB Cfesama Obl BO3MOMKHBIM BOCIMTBIBATh efO CbIHa 3a rpaHHuen, 
M Ha 3TO NonyAApHbIM Papkawi MOF NO TOralIHHM OObI4adM PpaCC4HTbIBaTb. 
Ho ecam KTO-HHOyb ABJIAeTCA MEL|CHATOM, TO OH OMNpeyeAeT M Web, KOTO- 
py!o OH NofjepoxKuBaeT CBOMMH JeHbramu. A B TO BpeMA KOHCEPpBaTMBHad TpaHc- 
CHJIbBaHCKad APMCTOKpaTHA MaJIO MHTePeCOBaIaCbh MaTeMATHKOM a OOMbUIe BCero 
nNOJMTMKOK AMHacTun Tadc6ypros. Ilostomy PapKau He MOF HajleATbCA Ha TO, 
YTOObI MOMELIMKM-apHCTOKpaTbl (MHAHCHMPOBaJIH 3aHATHA ero CbIHa B TeTTHH- 
rene wim Ilapwxe, HO MOr HafeaATbCA Ha TO, 4TO OHM BO3bMYT Ha CeOa 
qpuHaHcupoBaHve y4eOb! B AKajleMHM BOeHHBIX HHKeHEPOB B Bexue, Tak KaK OHM 
B 9TOM ObLIM MOMMTH4YeECKH 3anHTepecoBaHbl. [loMeLMKM-apHCTOKpaTHl, MpefaH- 
Hbie AMHacTuM Ta6cOypros, C4MTaIM aKe CBOHM JOJTOM CNOCOOCTBOBATb BbIJ- 
BWKEHMIO CbIHOBeH MeJIKUX JBOPAH B OuUepbl ABCTPHHCKOH apMMH, C TeM, 
YTOObI OCAOUTh PALI MATEXKHBIX [BOPAH, BOCMMTbIBAA MX CbIHOBeH M PO;CT- 
BEHHMKOB MpeaHHbIMA MMMepaTOMy AHbIMapamu. Ton cnycta PapKally yranocb 
OOMTbCA TOrO YTOObI HECKONbKO APHCTOKPaTOB B3AIM Ha CeOA pacxOsb M0 
BOCNMTaHHIO Anowa B Bene, cocrapisoume oKon0 8000 chopuHToB 3a yeTbIpPe 
roga. MW tak Ahom Bosxn B 1818 r. nocne ycnewHoro npwemHoro aK3aMeHa 
NOCTYMMJ B BeHCKYIO aKajeMHIO BOCHHbIX MH)KEHEPOB. 

Ilo nporpamMe akajemun AHOuly npHuiocb u3y4aTb MaTeMaTUKy ele 3 
rola, Ha Ye€TBEPTOM Kypce OH M3y4asl BOeHHbIe AMCLMMIMHBI. /lyx akaqemun 
COOTBETCTBOBAJI BO33PCHHAM ABCTPHMCKOM BOeHIMHbI TOTO BpeMeHM: BOCT- 
TaHHMKA BOCMMTbIBAIMCh B Myx Ka3eHHOrO MMpOBO33peHna. K Tomy >Ke-, B 
akaeMHH TOTOBAJIM He MATCMATHKOB-MCCEAOBATeeM, a BOCHHbIX MHKEHEPOB, 
TaK 4TO B OO1ACTH MATEMATHKH TPpeOOBaIM TOKO 3HAHMM, HEOOXOAMMBIX BOCHHBIM 
MWKeHepaM TOrO BpemeHH. Takum OOpa3som Anow Bosan ve nomyuun Taxok 
MaTeMATH4eCKOM MOMFOTOBKH, Ha KOTOpy1O GOysyMi uCCHe_qOBaTeb MOF OBI 
onupatbca. He3vakom Obi emy TakwKe cnoco6 oOpallenua c mpeqctapuTenamu 
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HayKH, Beb 3aMKHYTbIM BOCNMTATeIbHIOM MeTOA BOeHHOrO YUPexKeHHA He 
CNOCOOCTBOBAa. CBOGOAHOMy jABMoKeHHIO. Ham M3BeCTHO, YTO MO BOCKpeCeHbAM 
OH XOAMI BMECTe C OAHHM TOBapuuem K Melicaepy, 3HaMeHHTOMy BUpTyo3y 
Ha CKPHMKe, C KOTOPbIM y4aCTBOBa B KBapTeTe. ToT (pak, 4TO BeHCKMi BUpTyO3 
Mewtcaep npuxan Anoua B KBaprer, cBuyeTebCTByeT O TOM, ¥TO AHOU yoKe 
B aKaeMMM 3aMe4aTeIbHO UMrpall Ha CKpunKe. OG aTOM ynomuHatoT Bce ero 
Onorpadun. 

C MaTemaTHKaMH OH He Obl CBA3aH 3a ucKMOYeHMem Kapoa Caca, 
*KMBLUeTO B TO Bpema B Bene. Ho Cac ue Obi MaTeMaTHKOM-HCCeqOBAaTeJIEM. 
PasroBopbl C HMM He CnOocoOcTBOBaIM Hay4HOMy pa3BuTMIo AHoua. 

Ha xKu3Hb BOM OKa3a OTPOMHOe BAHMe TOT (bakT, 4TO OH OBI BBI- 
HYKeH MOCTYMUTb Ha BOeHHY!O ClyxKOy. BoenHaad cayxK6a ero Ha4yanach wa6- 
JIOHHO: MOC€ OKOHYAHMA C OTJIMYHBIMM Pe3y/IbTaTaMM BOeCHHOK akayemuu, ero 
Ha3sHayMiM B 1823 rf. MiaqUIMM JIeHTeHaHTOM B. TeEMELIBapCKyO Kpenocts, B 
1826 r. ero nepepenu B Apag, B 1827 r. OH ObLN NpousBeqeH B eTeHAHTHI. 
Beseqcteve CBOeH eATEMbHOCTH Ha OONOTHMCTHIX TeppHTOpHAX OH 3aG60ueN 
MaJLadpvewi A — KaK MO)KHO MOJlaraTb Ha OCHOBaHMM ero -Oomee MO3qHUX dKa- 
06 — TakwKe BOCMaeHHeM B CycTaBax. Ycusienue 9THx AByX OoONesHeM Mpy- 
4MHAIO YaCTbIe NpHnayKu. IIpuHuMaad BO BHHMAaHHe ero OONe3Hb, ero MepeBeu 
BO JibBpoB B 1830 r., HO ABMTbCA B FapHH30H OH MOP TOMbKO B 1831 r. To 
jlopore OH 3a60en xXOepow, O 4eM YMOMMHaeT B MMCbMe K CBOeMy OpatTy: 
»B 1831 r. no nytv Bo JIbBoB 3a60en B Bectepue xonepow... of 4yBCTBOBaJI 
ceOa O4e€Hb Ca6bIM “2 

C oruom Anouw sBetpetuica B 1825 r. mo cayyato cBoero MOCceLIeHHA B 
r. Mapoupawiapxeb, BTOPOH pas OHM BCTpeTHIMCh Mepes BbIeE3,0M AHOUIAa BO 
JIbBOB Ha He€M3BECTHOM HaM MecTe. OG6a pa3a OHM HMEJIM OMKMBIICHHbIE CHOPbI 
nlO BONpocy @ HeeBKAMJOBON reoMeTpuu. PapKau He Obl CMocoOeH WeMKOM 
‘VM MOAHOCTbIO CEMOBATb 3a CJIMUIKOM CMEIOK M PeBOJIOUMOHHON Teopunen SHoma, 
YHMYTOXKMBUICH JBYXTbICAYMETHMe OKAMeHeJIbIe HayYHbIe MpespaccyAKU. 

pu ux BTOpO BCTpe4e, OHM PaCCTaMCb C TEM, YTO AHOLI HAMLET CBOIO 
Teopvlo KaK MpwaoxKenne K ,Tentamen“ u PapKaul HaNpaBuT OJMH 9K3eM- 
naap Tayccy: nyctb OH pelwMT NpaBMJibHa WIM HenpaBHJibHa Teopua AHoua. 

[pwunnoli, no KOTOpOw Jake TaKO OTIMYHDIM MaTemaTHK Kak apxaull 
He MOF CeqOBaTb 3a MBICAAMM SHOWA, ABIAeTCA MO CyLeCTBY MpespaccyfoK 
ThICAYeeTHEM ApeBHOCTH, JTOT mpespaccysOK 3akMOYaeTCA B TOM MeTadusu- 
yecKOH KOHWenuMM, CyATO MUp MOsBepraeTCA BeYHbIM M HEM3MCHHbIM 3aKOHAM, 
MATeMATHYeCKUM OTPaKeHHEM 9TUX 3AKOHOB fOJDKHA ObITb TOKO €BKIMAOBA 
reometpua. [Ipapia, OCHOBHOe MOAOKEHME EBKIIMJOBOM FeOMeTPHM, TAK Haabl- 
Baemblii V. MOCTy/aT MopBeprascA KPUTHKE elle B APEBHOCTH, TaK KaK OH He TaK 
O4eBMJeH, KaK OCTAJIbHbIe aKCMHOMBI. Ho pes3ybTaTOM 9TOM KPUTHKM ABJIAJICA 


2 Orgen pyxonucen Budsnoteku Beurepcxoi Axagemun Hayk. [lucpmo, HanucaHHoe 
B 1857 ©. 
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OWIM6O4NHbIM BbIBOX, COrmacHoO KOTOpOMy V. NOCTyaT ABeETCA NO COMEpKaHHW : 
He aKCHOMOM, a TaKOH TeOpeMOW, KOTOPad Ha OCHOBaHMM OCTAJIbHbIX aKCHOM 
reOMeTPUM HaBepHaka MOKET OBIT LOKA3AHA. CeMOBAaTeIbHO, KPUTHKAa 
V. noctyjaTa He U3MeHHIa OKOYeHEOe MeTapusn4eckoe MpeACTaBeHHe O MUpe, 
corlacHO KOTOPOMY e€BKJIH0Ba reOMeTPuA HEOOXOLMMO BepHa; OHA Mesa CBOen 
IleIbIO TOJIbKO HaviTH TOYHOE AOKA3aTEbCTBO JIA NOATBEPIKeHHA CBOeTO yYOOK- 
Je@HuA, CYMTABLIerOCA BePHbIM a priori. 

Peomerpuyeckoe copepKaHue V. MOCTyaTa MOKeT ObITb BbIPaxKeHO Mpoc- 
TelilliMM 0Opa30M B opmysuposKe IIpoxia: Yepes qaHHyt0 TOUKy PB MIOCKOCTH 
S Moet ObITb NPOBeMEHA TO.IbKO OfHa NPAMAA, NapasieIbHad JaHHOH NPAMOH e. 
Sra akCMOMa J@lCTBUTeIbHO HE ABIACTCA TaKOM OYEBUAHOM, KaK OCTAJIbHbIe, 
NOTOMy 4YTO OHA He MMeeT KOHeYHOTO XapakTepa, T. €. Ha OCHOBe OMBITOB, 
NOJYYeHHbIX B KOHEYHOM YaCTH MpOCTpaHCTBa, He/b3A yOeMMTbCA B OCYLIeCT- 
BICHHM YTBEP)KCHHMA AKCMOMbI B *U3H4eCKOM MpOCTpaHCcTBe. ITO OOCTOATeMbC- 
TBO ABIANOCb MpMYMHOKH Toro, 4TO OOMbWe ABYX TbICAY JET MCKaIM JOKa3a- 
TelbcTBO V. noctysaTa, 6€3 KOTOpOrO e€BKIMJOBa reOMeTPHA M BMECTE C TEM 
BCe MMUpOcosepllaHve TOrO BpeMeHM OCTaBalOCb 6e3 NOrM4eckoro OOOCHOBAHMA. 

Kputuky npodsempl V. noctTyaTa B APeBHOCTH NpOwOMKAIM MAaTeMaTHKM 
apaOcKoH KybTypbl. B Espone B stow oOnactw B 1663 r. Banauc cyenan 
O6obWIOK Mar BNepey TeM, YTO yKa3a, YTO V. NOCTYaT SKBUBaAIeHTeH CO CueRy- 
JOUMM =YTBEPKJCHMEM: CYLIECTBYIOT MOOOHbIE TPeyrObHMKM MpOU3BObHOU 
BeIMYMHbI. Tpya ero npofomKann B 1733 r. Cakkepu, notom Jlam6eprT, 
JlanamOep, Dypbe, Mon, Kapuo, Jlannac, Jlarpaux, Pap- 
Kau Boau, Ulsetkapt, Taypuunyc u Taycc, koroppie paspuBau 
METObI MCCEOBAHHA C WeJIbIO PaspeLeHHA ITOM ABYXTHICAYeeETHEH NpOOeMBI. 
XapakTepHO JIA CuIbI MpexpaccyyKus, uTO JlamMOepT, He HaXOJA MpOTMRO- 
peyva Npw npeyxnonoxKeHHM OWMOOUHOCH V. nocTyNaTa He ONYOMMKOBa/ CBOIO 
padoty, KoTOpad OblIa U3aHa TOJIbKO NOcae ero cmepTH, B 1786 r. Taypunyc 
*e B. 1826 r. MOr OCHOBaTb CBOe yOexKeHHe B TOM, 4TO 9BKMOBa reOMeTPUA 
ABNACTCA €MHCTBEHHOH NPaBMIbHOM TEOpHeH NPOCTPaHCcTBa TObKO Ha Mpepspac- 
CyAKM puOcodcKoro xapaktepa. HO caMbIM XapakTePHbIM ABAeTCA MOBEAeHHe 
TaycCCa, KOTOpbIii B OCHOBHOM yBMjell, YTO HEeBKAMAOBa TEOMETPHA, 3aMeHA- 
roulad V. nocTyaT ppyroli aKCHOMOi, ABIAeTCA JIOrMYeCKM paBHOMpaBHOli Cc 
€BKJIMIOBOH TeOMeTPHeH, HO TaK KaK 3Ta Med KOPEHHBIM OOpa3s0m NpoTMBope- 
4HJ1a OOUECTBEHHOMY MHEHHHO, OH HE NOCMe ONYOAMKOBaTb CBOM pe3y1bTaTHI. 
B 9TOM OONacTH. 

: SHa4enne TROpYectBa B OAM 3aKOUAeTCA B NOCNEMOBATe BHO paspacoTKe 
TOM MO Pe€BOJIOWMOHHOMY CMEJIOH MbICIM, YTO V. NOCTyaT MOXKHO 3aMCHVTb 
cneqyrouleH aKCHOMOM: Yepe3s JaHHy!0 TOuKy P B naOcKOCTH S MO>KHO npoBe- 
CTM OCKOHEYHO MHOFO HeMepeceKalolMXca C MPAMOM e€ MpAMbIX (napannenen), 
ecu e He ComepxuT P. BOAM B CBOeH reHMambHOK padote ,Appendix“ cpenan 
BbIBOMb! H3 ITO AKCHOMbI M MOKA3a/l, YTO SBKJIMOBA TeOMeTPHA, OCHOBbIBa- 


YKU3Hb UM eATenbHOCTD Anowa Boau i 


youlaaca Ha V. MOCTyNaT, NOPM4eCKM HUCKOAbKO He ABAeETCA Gomer HeOOXOAMMOR, 
4eM HCCBKMIOBa reomMeTpua. SuauutT BOAK CBOMM NPaBMAbKbIM MeTOLOM cBepr 
ABYXTbICAYeTeETHHE NpeApaccyAKU, CHMTABLUME EBKAMAOBbI BOS3PCHHA eAMHCTBEHHO 
BOBMODKHBIMM a prior, M TEM CO3Jal HOByIO reOMeTpM4eCKy!O KapTHHY O Mupe, 
KaK OH 00 3TOM HM MuCan cBoemy oTYy 3 HOAGpaA 1823 r.: ,A cosqan HOBBIT 
Mup M3 Hu4ero“. K cmMesocTH ero O7kpbITHA JevCTBTeAbHO MpHMeHuMa Xapak- 
TepUCTHKA HACTOALIeH HayKU, MO KOTOPOH mporpeccuBHad HayKa:* ,... JlomKHa 
MMETb CMCJIOCTb, PELIMMOCTbh JIOMATb CTapble TPaqMUMM, HOPMbI, yCTaHOBKH, 
KOra OHH MpeBpaTHIHCb B TOPMO3 [VIA JBWKEHMA Bilepex, M KOTOpaA ymeeT 
CO3{aBaTb HOBbI€ TpaMUMM HOBbI€ HOPMBI, HOBbIe yCTAaHOBKH. “ 

Papkaui Boanu, nogOOHO OONbUIMHCTBY MaTeMaTHKOB Toro BpeMeHH, He 
MOP CJI€OBaTb 3a YpesBHINaHHO CMeOM TeOpHen CBOerO CbIHa. ConpoTuBjeHue 
€rO MpOTHB STOrO OTKPbITHA MOHATHO, NOTOMy uTO ,Appendix* TpedoBan OT 
4UTaTe/IA TOTO BPEMe€HH HE TOJIbKO MATEMATHYCCKUX 3HAHMM, HO M TOFO, 4TOObI 
YMTATeIb BOCMPHHA TaKHe MBICJIM, KOTOPbIe ObIIM NPAMO NMPOTMBONOOKHbI 
MMUPOBO3PeHHMO, CUMTABLUEMYCA CBATBIM HM HEMPHKOCHOBeHHbIM. TOT, KTO XxOTe 
CAEJOBATb 3a HECBK-IMJOBOK TEOMETPHEH, JOJDKEH ObITb TIPHHATb, YTO CyMMa YTJOB 
TpeyrosbHuKa paBHa He 180°, a MeHbLUe, YTO MOMOGHBIMM MOTYT ObITb TOJTeKO 
PaBHbIe TpeyrOJbHUKH, YTO HET TPeyFOJbHMKOB C Kak yrOJHO OOJbUION m10- 
ulagbiO, 4Te HeETPyAHO MpoBecTu KBapaTypy Kpyra H elle MHOrO NOpa3snTestb- 
HbIX dbaxTOB. MmMenHO nosTomy TeopHa Bosan tTpedopasia He TOJIbKO MaTeMa- 
THYECKUX 3HAHHH, HO M MOPAJIbHOW CHJIbI, CNOCOOHOM OTOPOCHTh NpesApaccy AKU 
ufeonmornuueckoro xapaktepa. Orjenbubie oTrucku AnnenanKca ObiIK 
roToBb! yxe B uOHE 1831 r. M3pectrHo, uro Papkau nocsian 20 urona 1831 r. 
akzemminp Tay ccy, HO 3TOT ak3emnanp notepsica. Payee nosyyna Bropon 
SKZeMMIAP B AHBape 1832 r. Orset ero HanucaH 6 Mapta 1832 r. Orset Ta- 
yCCa Kak M3BeCTHO O4e€Hb CTpaHHbI. Bot, yacTb, OTHOCALIAACA K aTOMY Aesy:" 

»lemepb KOe-4TO O paGoTe TBOerO CbIHa. EcM Ha4aTb TeM, 4TO ,A HE 
JONKEH XBANMTb ero“ ThI HaBePHO YHBMLUIbCA, HO MHa4e NOCTYNUTb 
He MOry, Tak KaK XBaJIMTb erO O3Ha4aO Obl XBaIMTb CamMoroO CceOa, MOTOMY 
4yTO BCe COJepxKaHNe Tpyfa, NyTb MCCJIEMOBAHMA M JOCTHTHYTHIC Pe3y/IbTaTbI, 
MOUTH NONHOCTHIO COBMasaloT C MOMMM paccyxKeHuAMM MoOcAemHUX 3O-TH Jer. 
JlefictBuTenbHO, 3TO MeHA O4eH NOpasnto. A ume HaMepeHne He ONYOAMKOBBI- 
BaTb B CBOeit XKM3KM 3TOT TPYA, OTHOCMTEAbHO KOTOPOrO O4eHb MAO M3/ara B 
TMMCbMeHHOM =opme. BosbuinHcTBo sOfeH He CMOCOGHO BOCMPHHATb CYLUI- 
HOCTb 9TOFO fesa M A BCTPETHI OYeHb MAO TaKUX JOMeM, KOTOPbIe MposAB- 
WM Obl OCOObI MHTepec K TOMY, O 4eM A COOKWIM HM. DTOMy cnocodcTByeT 
JMUIb O4eHb APKOE OUIYUeHMA TOrO, 4erO COGCTBEHHO HexBaTaeT, a 9TO OOJIb- 
WIMHCTBY Jone HeACHO. OjHako 4 MMes HaMepeHlie, CO BpeMCHeM HanMcaTb 


3 YW. B. Cranuu, Peub na mpneme B Kpemne padotunkos BbICHIeH WkONbI 17 Man 
1938 r., B. VW. Jlenun, Us6pannpie nponszenenns, T. 1 (1949), crp. 34. 
4 Tlepenucka Taycca u @apwawa Bonu (Byaaneut, 1899), crp. 108—113. 
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BCe, YTOObI BCe MOM MbICIM He NMponamM nocne moe cmepTH. Iloatomy Mens 
O4eHb MopasHio, YTO ye MOry He OeCNOKOUTECA OO 9TOM HM O4eCHb pal, TO 
MMeHHO CbIH MOero CTaporo ~Apyra Onepequs MeHA.“ 

OueHb nopasuTebHO 3BYYUT 9TO MMCbMO, B KOTOpoM Taycc kak Obl 
npucpanpaet cede TBOpyectBo Anowa Boan! [lpapia, Ha OCHOBe ero MIMCeM, 
3aMeTOK VM UCCeqOBaHH B TeEOPHM. MOBepXHOCTeH HaM M3BeCTHO, 4TO T aycc 
3HaJl QJIEMeHTbI HeeBKIMAOBOH reomeTpuu. Ho OH He paspaboTa CBOM pesy.1b- 
TaTbl B equHy!o Teopuio. TakuM OOpa30M OH He MM@J HMKaKHX MOPaJIbHbIX 
OCHOB MMCaTb TakKOe MMCbMO, B KOTOPOM OCTOPO%KHO BbIpasxKaeT CBOe MpH3Ha- 
He, HO B TO Ke BpeMA MpeTeHsyeT B HEKOTOPOH cTenmeHH Ha npuopuTet. Mo- 
PaJIbHbIX OCHOB OH HE MMe XOTA Obl NOTOMY, YTO HEM3BECTHO, KaK Ja/leKO OH 
NpOABHHYJICA B 3TOM HanpaBeHHM, HO MpH4HHbI, MO KOTOPbIM OH He ONyO- 
JIMKOBa] CBOM pe3yAbTaTbI B OONACTH HEeBKIMJOBOM TeOMeETPHUM, M3BeCTHbI : 
Taycc mo ero COOcTBeHHBIM COBaM OOAJICA ,KpMKa OeOTHMWeBY OH O08.1Ca 
BO3MO)KHOrO BOS3MYLICHHA OOULECTBEHHOrO MHeHHA, BbISBAHHOrO 4“pesBbl4ual- 
HOW CMeJOCTbIO TeopuH. OH 3Ha, YTO Takad TeEOpHA, NO KOTOPOM BOSMOXKHO, 
4TO CO3faHHOe HaMH MaTeMaTHYeCKOe MpesctaBleHHe O MUpe HeNpaBHIbHO, 
ABIACTCA PEBOJIOWMOHHOH NO KpawHew Mepe B OOacTH HaykH. Ho rocnogct- 
ByIOUMM ~Kacc TOrO BpeMeHH- B mMepHog rocnogcTBa CsauyeHHoro Co1w3a — 
6oAaICA PEBOMIOUNU JaxKe BOONacTH HayKH. Utak Taycc u3-3a OOULeECTBEHHbIX 
MpW4uH He CMe ONyONMKOBaTb CBOM pesybTaTbI. CKaxkeM MpAMO: mMpH_BOp- 
HOMY COBeTHHKY TayCCy HeXBaTHJIO CMeJOCTH WIA TOPO, 4TOOBI CeOBaTb 
3a MbICJAMH MaTeMaTHKa T aycca. 

Anow BOM, O4eHb NMpaBMIbHO, CMOTPe Ha OOMAy, HaHeCeHHy!O eMy 
TayccomM npexye Bcero C TOUKH 3peHHa BCeOOuLero uHTepeca. Ou cnpaBe- 
(JIMBO NIMCad,° 4TO ynomMaAHyTbIe [aycCOM NPH4HHbI, NO KOTOPbIM OH BO3s,ep- 
*KAJICA OT NYOJMKAWMH CBOMX pe3yIbTaTOB ,,O€CCHJIBHbI HM HeWeHCTBUTE.IbHI, 
Befb B HayKe... BCerja O TOM MeT pe4b, 4YTO HAO BbIACHUTh HEOOXOAMMBIE 
M OOulenOsesHbleé, HO HeACHbIe pea...“ On COBePWeHHO MpaB B TOM, U4TO 
HENOHMMAHHe BaKHEMLUIMX HeH OAM C NOCPeACTBEHHKIMM CNOCOOHOCTAMN  ,,He 
MOKET CYKUTb NPMYHHOH PaccyAMTEIbHbIM JIOMAM JA MOBEPXHOCTHOTrO 
M nocpeACTBEHHOrFO TBOPHeCTBA HU AAA TOLO YTOObI OCTABMTb 
HayKy B JleTapru4eKOM, HaCJEACTBEHHOM €€ COCTOAHHH..., Beb %KM3Hb, TPyl If 
3aCJIYIM COCTOAT HE B 3TOM“. 

Oguako Anou Bosan cmorpen Ha nucbmo Paycca He TOKO C TOUKH 
3peHuA BCeOOWerO Hay4HOrO MHTepeca. CBOMM OTKA30M OT NyO.M4HOTO NpH3- 
HaHMA TeHvabHOrO Tpyfqa Taycc CuabHO yfapusl MO YeTOBeKy C Hanps>KeH- 
HbIMH HEPBaMH, OOJIbHOMY, AOJIFMe TOAbI *KeMAIOULEMy OCBOGOAMTHCA OT BOEHHOI 
ChyKObI. B10 Obl OWMOO4HO AyMaTb, YTO Bosan oropya0 TONbKO OOMWKeH- 
Hoe CamosoOue. Peub wid He TOMbKO 06 aToM. OH jaBHO HeHaBHyelT 
BOCHHYHO Cily)KOY M HEOXOTHO BbINOJHA CBO OOA3AHHOCTU faKe B 3L0BOpom 


® P. Stacker, Wolfgang und Johann Bolyai (eiinuwr n Bepann, 1913), tr. 1, erp. 92—93. 
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COCTOAHHU. Ho OH MOF OCBOOOAMTHCA OT BOEHHOM CIYKObI TOKO Ha3HaYeHMeM Ha 
AOJDKHOCTh NpenOfaBpaTeta MaTemaTuKH. VM ato moro o6ecne4UTD €My TOJIbKO 
npusnanue Taycca. Mucbmo Paycca osnayano 4to u nocne onyOauKoBanua 
TBOErO TeHHAIHOFO OTKPbITHA Neped BOAM HE OTKPbIICA NyTb Hay4HOrO TBOp- 
uecTBa. Ha OCHOBaHMM JaHHbIX M3 BOCHHbIX OyMar HaM. ACHO, KaK pa3Bs- 
3alOCb ero oropyeHue. 

B rapHuaone, re OH CayKM npexje, BOAM NOBA_MMOMy uMen pa3- 
HOraCMA C HEKOTOPbIMM “IeHAaMM OMUepcKoro cocTaBa, HM Mpocbi NosTOMy 
cpeqm Hux cBaprmBbIM. TlognonKosHuk LMM Me p, KOMaHJMp AbBOBCKOrO rapHu- 
30Ha, KOTOPOMy Nopy4MM paccreqoOBaHMe STOO fea, xapakTepu3yeT Anowa B 
1831 r., T. e. 40 npHObitua oTBeTa Taycca:® ,Huyero He BbIABAIOCb U3 3TOH 
HaKJIOHHOCTM K CMOpaM, WJIM HEBbIHOCHMOCTH ero, HaOOOPOT, OH BCeEM M3BeCTeH 
KaK CKPOMHbIM M OOpOyWHbIM 4enoBeK“. SHaunT, B 1831 r., Korga AHO 
BOM MOP HajeATbCA, YTO C NOMOLIbIO ycnexa cBOerO Tpyfa OCBOOOAUTCA OT 
THKEION BOCHHOM CAYKObI, UTO B KayeCTBe YYHTeIA MO MaTeMaTHKe CMODKET 
3aHMMATbCA Hay4HbIMH MCCENOBAHMAMH, OH Bel CeO KaK ,,CKPOMHBIM um 1O6p0- 
AywHbmi yeropex“. Ho korga OH nOJy4u mucbMO Taycca u ysHal, 4TO U3 
3TOFO MOMOMKEHUA erO HE BbIBeeT MaxKe CFO FEHHAMbHOE TBOPYECTBO, OH CTA 
oropyaTpes. Xapakxtepuctuku 1831—1832 rr. ACHO MOKa3bIBalOT U3MeHEHHA> 
Npoucxofaline B ero noBefeHus :* 


B 1831 r. Bi Gs2.0, 
Hpas: CNOKOMHbIM, MOOPOAYWHbI O4eHb OOMAYMBKIN, BCMbIIbYMBbIN 
OrHowenne K 
rpaokaHam : xopowee “ HEM3BECTHO 
Tlopeyenue B MOYTHTeNbHOe OTHOWIeHHe Uus0eraeT BCAKOTO COWLeEHMA 
BOCHHOM 4aCcTH: C BbILUeCTOALIMMM c oduyepamu 
OrnHoulenue K 
MOMYMHEHHBIM: xXOpoluee MOJIUAJIMBbIN 
Kakue ctTpactTu CTpacTb K urpe B WaXMaTbI MU 
MMEeT: HeT OTBOAUT MHOFO BpeMeHM [1A STON 

urpbl 


Oropyenve Anoua BOaAM MOHATHO HE TOAbKO C TOYKM 3peHHA ero pas0- 
YapOBaHMA, HO elle OObUIe MOTOMY, YTO OH ACHO BUI, YTO 3HAYCHME HEeB- 
KJIMMOBOM TeOMETPUH BbIXOAMT 3a Mpepetbl ,,BHYTPeHHMX jel“ MaTeMATHKH. 
TO OTKPbITHe M3MEHVIO KOPeHHbIM OOpasOM Hay4HOe NOHATHE O TeOMETpHH, 
HO H BOOOWIe O MaTepHabHOM Mupe. /le10 B TOM, 4YTO aOCOMOTHAA reOMeTPHA 
B HeABHOM (hopMe 3ako4“aeT B CeOe MpHsHaHHe TOrO pellaioulero baxta, 4TO 
jio6ad CHCTeMa aKCHOM reOMeTPHM He ONMCbIBaeT HEMOCpeACTBEHHO MpOcTpaH- 


6 Oren pyKonnceX BuOavotexn Beurepcxoi Axagemuu Hay, 
7 Orgen pykonucen BuOsnotexn Benrepcxoi Akanemun Hayne. 
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CTBEHHbI€ OTHOMICHHA MATePHabHO JeMCTBUTeEbHOCTH, a ABAETCA aOCTpaKT- 
HbIM JQJIbHeHUIMM pa3BMTHeM MOHATMA O MpPOCTpaHCcTBe, COsepxKaLlee B Ka- 
yecTBe CMelMasbHOro Cly4ad OMMCaHHe AeMCTBUTEbHOrO (u3sKM4eCKOrO NpocT- 
paHcTBa, HO KOTOpoe C pasBUTMeM HallleroO MaTeMaTH4eCKOrO KM cpusn4eckuro 
nosHaHua HW CAMO CNOCOOHO K JaAbHeHWeMY Pa3sBUTUW. .Samena 
MeTapusn4eckoro MpexCcTaBeHHA O MHpe, OTPaxatouleroca B Bepe B eAMHCT- 
BCHHOM MpaBHJIbHOCTH EBKMJOBOK TEOMETPHM, AMAEKTHYECKHM MpeACTABJCHHeEM 
O MUpe aOCOMIOTHOM TEOMETPHH, OXBATHIBAIOLeM Pa3HbIe BOZMOMKKHOCTH B OAHO 
weloe, OTKPblla HOBy!O Hay4Hy!0 aMOxy, B KOTOPOM fake KasaBLadcA OKOH- 
YaTeIbHO YCTAHOBJEHHOM AKCMOMATHKa TEOMETPMM ABIACTCA HEMPepbIBHO pa3- 
BMBaIOLMMCA 3HaHHeM. 

Anou BOM Kak YMOMAHYTO BBILUe LWeMKOM M NOJbHOCTbIO CO3HAaBall 
OrPpOMHOe Hay4Hoe 3HaYeHMe CEOETO OTKPbITHA, HO BAe M TO, B YOM 3aKJ1I0- 
yaeTCA 3Ha4eHHe eFO OTKPHITHA AIA MMpOBO33peHHA. B BBeseHnu K CBOeMY TPyAy 
Hayka 0 NpocTpaHcTBe, HanmMcaHHOM HM 1834 Tr., OH OTMe4aeT, 4TO reo= 
MeTPH4eCKOe MOSHAHHe HE O3HAYAeT Pas Ha BCerfa OKOHYATEIbHOe OTPaKeHue 
MaTepHaJIbHOrO Mpa, a 1Q Mepe 3HAHHM O MpHpose MaHHOH 9NOXH ,,cmeAyeT 
YAOBJETBOPHTbCA BOSMOKHO JIY4YWHM ONUCAHHEM*.* Takum O6pa30M 
Boa ACHO BUJeN, YTO OTParkKalOUlaicA B TeOMeTPHM KapTHHAa MUpa ABIAeTCA 
He MeTaPH3H4eCKOK, a PasBUBaIOULecA, AHAeEKTHYECKON. 

Heb3a He OCTaHaBHTbCA XOTA Obl Ha MPHOBEHHe Ha TOM AMaJIeKTHYeCKOM 
Pa3BUTHM MO3HAHMA MpOCcTpaHcTBa, KOTOPOe HayaslOcb OarosapA OTKPbITHAM 
Boan wu Jlo6dayespcKxoro. WUccneqopanua, mpopegenHbie PuMaHOM, 
PeabmMroabyuom vu Jim 3aBepuimau mpouecc, HayaTHM Bosau un Jlo6a- 
Ye BCKUM. bes npesbiyLIMx OTKPbITHH B OOACTH HEEBKIHAOBOM reOMeTPHK OHM 
HUKOra He AOOMINCh Obl 3TUX Pesy.bTaTOB. CoBpemeHHaA AKdpPepenuMabHaa 
reOMETPHA CJIEOBATebHO MMeeT TeCHYIO, MOUTH HEMOCPeACTBEHHYW CBA3b C 
ufeamd Boan nu JIOOaYeBCKOLO OTHOCHTEbHO OGOCHOBAHMA HEEBKIMJOBOM 
reoMeTpuuw. OjnakO MaTeMaTHYeCKOe MOHATHE O MPOCTPaHCTBe MOO NOAHATHCA 
Ha OOOOLIEHHY!O CTYNe€Hb HACTOAMErO BPEMEHH TObKO TOrfa KOrfa K Ha4aly BeKa 
CospelO CO3HAHMe TOPO, YTO KAKYLIMeCA PaZJIMYHBIMH KiaccM4eckad TeOMeTPHA 
M TeEOPpHA TOYeYHbIX. MHOMKECTB OOEAMHAIOTCA B MOHATHM: AOCTPaKTHOrO MaTe- 
MATH4ECKOFO MpOCTpaHCcTBa B OAHO We0e. Mbicib 06 abcTpakTHOM MpocTpaHcTBe 
B OOUEM BHE MOABHJIOCh BHepBHe B Tpyqax Ppewe,’ KOTOplii OCHOBaT 
TEOPHIO MATeMATHYECKOFO MPOCTpaHCTBa OTYACTH Ha CXOMMMOCTH MOCEFOBaTeJIb- 
HOCTEM TOYEK, OTYACTH Ha AKCMOMATHYECKYHO TpakTOBKy MOHATHA O pacTOAHHH. 
OjHako, CaMoe OGOGUIEHHOe AOCTPaKTHOE NOKATHE O NPOCTPaHCTBe MOrO GOBITb 
CO34aHO TOMbKO NOC€ NOSHAHMA. TOPO, YTO CAMHCTBEHHbIM NPVH3HAKOM TOMOOrH- 
YeCKOrO MPOCTPaHCTBa ABAETCA TO, YTO B HEM MODKHO PasJIM4HTb TOYKM Crylle- 


8 P. Srdcxet, T. 1, crp. 223. Mogyepxuyto or Bosn. 


® M. Frécuet, Sur quelques points du calcul fonctionnel, Rend. Circ. Mat. Palermo, 
22 (1906), crp. 174. 
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HMA WH M3OMPOBaHHbIe TOYKM. ITO peulaioulee Hayao noAOKuA O pune u 
Pucc.” Tocnegyuree emy pasBUTHe O4eHb pasBeTBAeHHOe : OMHAKO BaKHBIM 
PesyIbTaTOM ero paOOTbI ABACCTA CO3TAHME CBASM MEXY PasIM4HbIMM BYAMK 
AOCTPaKHbIX MPOCTPaHCTB, 4TO BbIPAKACTCA CAMbIM ACHBIM OOPasOM B MB3BECTOI 
Teopeme Yppicoua."' Cornacno atom Teopeme (B pacuimpeHHoit tpopme”’), 
BCAKO€ peryAPHOe TOMOMOM4eCKOe NPOCTPaHCTBO C 6a3HCOM, ABAAeTCA roOMeO- 
MOP@HBIM K OCHOBHOMY MpAMoyroubHUKky Tu 166 ep Tosa mpoctpancrga. Takum 
o6pa3om Teopema Y pbiCOHA YCTpaHHa peskyto rpakuly Me@x_y aOcTpaKTHbIM 
TONOJIOPMYECKMM MPOCTPaHCTBOM M OOsee HarAAHbIM KOOPAMHATHBIM Mpoct- 
PaHCTBOM. ; 

Mobic Anoua BOAM OTHOCHTEbBHO CTpyKTypbI MpoctTpaHcrBa cnocobcT- 
BOBaJIM HEOObIKHOBEHHOMY Pa3BUTHIO HayKH O MpocTpaHcTBe. JrTo pa3BuTue 
CNOCOOCTBOBANO : C OMHOM CTOPOHBI TOMY, YTO MaKe KAKYUIMeCA Kak Obl aMOph- 
HbIMM MHOXKECTBA NOABOAMMCh MOM MOHATME MATeMaTMYeCKOrO NpOCcTpaHCTsBa, 
C [pyro CTOpOHbI yfaO0Cb B LWMPOKOM kKyacCce MeTPMYeCKMX NMpoOcTpaHCcTB 
OXaPaKTePH30BaTb CBKJIMOBbIE KM He€BKJIMAOBbIe MpOCcTpaHcTBa OG/asarouMe 
Ooee HariaHbIMM reOMeTPHYECKMMM CBOKCTBaMMH. /la Toro, 4YTOObI yYNOMAHYTb 
O[MH M3 pe3yIbTaTOB MOAOOHOrO xXapakTepa, HEOOXOAMMO CefyIOLee MOHATHE : 
Ha30B€M ICHTPOM Tapbl TOYeK p,q TOYKY 7, ECM paccCTOAHMA MexKIy HAMM 


YAOBJIETBOPAIOT YCJIOBUIO pr=g—. Mevpuyeckoe NpOcTpaHCTBO Ha30BeM 


MNPaBUJIbHO BbINYKJIbIM, CCIM J100ad Napa TOYeK MMeeT OHH HM TOAbKO OJMH: 
WeHTp, KpoMe TOFO JIA KaKION Napbl TOUeK P,q HaweTCH Takad TOUKA Ff, 4TO 
TOUKA g ABIACTCA WEHTPOM TOUeK P,r. By3eMaH™ NOKa3za, 4TO TpeXMepHble 
HeE€BKJIMJOBbIe MpOcTpaHcTBa Cc MeTPpHKOM MuHKOBCKOrO COBNafaloT C TeMM 
TPe€XMePHbIMM MpaBUJIbHO BbINYKIIbIMM MOJIHbIMM MpOCTpaHCTBaMH, KOTOpbIe CBepXx 
TOPO YOBJETBOPAIOT YCOBMAM, Ha3BaHHbIM By 3€MAHOM AaKCHOMaMA Npefelib- 
HOrO Kpyra. 

OcHOBOH 3TOrO OrPOMHOFO Pa3BUTHA MOHATHA O MPOCTPaHCTBe ABIACTCA 
Kpyr ufet Boau. Ita GoraTad COKPOBMLIHMMa HOBbIX MaTCMATH4ECKMX MOHA- 
THK MpesoctaBAa HAM M CpeACTBa, HEOOXOMMMbIE [IA CO3faHUA COBPEMeHHOTO 
dusu4eckoro mpegcraBienua oO Mmupe. Baarogapa aTOMy CTa/IO BO3MO)KHBIM 
MATeEMATHYeCKOe M31IO)KKEHHE MHOFOYMCEHHBIX pa3zlen0B OOUeEH TEOPpHM OTHO- 
CUTEJIbHOCTH MH KBaHTOBOM MeXaHHKH. 


10 F. Riesz, A térfogalom genezise, Math. és Phys. Lapok, 15 (1906), crp. 97—122, 
16 (1906), crp. 145—161. Stetigkeitsbegriff und abstrakte Mengenlehre, Atti /V. Congr. 
Internazionale dei Matematici, Roma, II (1908), crp. 18. 

11 P, Uryvsoun, Der Hilbertsche Raum als Urbild der metrischen Raume, Math. Anna- 
len, 92 (1924), crp. 302—304. 
P 12 A, Tycuonorr, Uber einen Metrisationssatz von P. Urysohn, Math. Annalen, 95 


(1926), crp. 189—142. 
13 H. Busemann, Uber die Geometrien, in denen ,,die Kreise mit unendlichem Radius“ 


die kiirzesten Linien sind, Math. Annalen, 106 (1932), crp. 140—160. 
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B 1832 r. Auhou Bosan Obit npouspesen B KanuTaHa BTOporo paHra UM 
ero nepeseiw B OsbmroTy. Bo Bpema MyTeiecTBMA BO3 ONPOKMHYJICA OObHOK 
Box mogpeprea corpacenuio Mosra. Ilo yKa3zaHuto raBHOrO KOMAHJOBaHMA, 
OH Mpolles MeAMUMHCKyIO KOMHMCCHIO M MO pacnopsKeHHIO OT 28 Mas 1833 r. 
emy flaJIM OTCTaBKy, C KaJIOBaHHeM B 280 topuHTOB B ros, KOTOpOe eCMy 
BbITIa4MBaIO MOMECAYHO BOCHHOE (PHHAHCOBOe yuperxKseHHe. Tem CaMbIM 3aKOH- 
yMacb BOeHHaA Kapbepa Anowa Bosu u 16-ro mona 1833 r. OH OTNPaBMICA 
qOMOK, B Mapouipaiapxetb. 

B Mapoupauwiapxene OH mpoObit B gome oTya nouTH rox. B ato 
BPeMA PasBAZAIUCh M@XKy OTUOM M CbIHOM O*KECTOYeHHbIe Cnopbl. O cyutHOCTH © 
9TUX MepeOpaHOK HaM HM4erO HE U3BECTHO, HO Ha OCHOBE HECKOJIbKUX MpK3Ha- 
KOB, MOKKHO MpefmodaraTb, 4TO OHA BO3HMKAaIM YaCTHYHO B pesyJibTaTe Hay- 
4HBIX, YACTHYHO B pesyJIbTaTe MMPOBO3peH4eCKUX pa3sHOracui. B OCHOBHOM 
Mapkalll ABIAICA MPOrpeCCMBHbIM 4eOBEKOM, HaXOJALMMCA MOA BIIMAHHEM 
pallMOHabHOFO AyxXa SHUMKMONeAMCTOB, OHAKO ObITOBbIe YCOBMA 3aCTaBIAIM 
€rO He 3all[MUaTb CBOM B3rAybl. AHO, HAOOOPOT, BO BCeX OTHOLICHHAX BbIC- 
Ka3bIBaJI CBO€ PafMKaJIbHOe MHEHHE C HEOrPaHHYeHHOH OTKPOBEHHOCTbH, TBEpsO 
HacTauBad Ha TOM, 4TO 4YeNOBeK yO@KJeHHbIM B CBOMX NMpaBax JOJDKEH CMeJIO 
BbICTYMaTb Ha 3alllMTyY CBOMX Me NpoTuB 1060r0 NpoTuBHHKa. [lonaATHO, 4TO 
@apkaul, KOTOporO MM Tynad MeJiKad OypkKyasnua r. MapouBallapxesib HayCbKu- 
Bala MpOTMB CBOeroO ,,HeEOOMaroqapHOrO M YepcTBOrO CbIHa“, He Tepme MOBe- 
WeHHuA Anowa, KOTOPpOe CO BPeMeHEM MOFJIO yrpOxKaTb JaxKe OOWWECTBEHHOMY 
nojox*KeHut0 Papkawa. B nocreqcTBuM CHbHOK Ccopbl, PapKaw BbIrHand Anowa 
M3 cBoero oma. HekoTopoe Bpema cnycta no npocb6e cBoero 6pata AnTana 
Boau, OH cormacuicd Ha ero mepeceneHuee B Cc. JlOManba C TeM, 4TOOBI 
XO3AMHMYaTb B MMCHMM @apKawa. B atom AHOU OYeHb Hy>KMAICA, Tak KaK 
ero N€HCHA, COCTaBJIAIOWad CyMMy B 280 dOpHHTOB B rog ene O6ecne4nBana 
€MYy HaCYLIHbIe CpeACTBa K DKU3HH. 

Anow Bosxu B 1834 r. nepecenunca Bc. Jlomanba, sBaarouleeca 
MH3ePHbIM CeJIOM B OOaCTH Kuuikioktovle (B TpaHCCHIbBaHu), re OH MPOKH 0 | 
1846 r., 3Ha4unT 12 neT MepeBeEHCKMM OTUICIbHMKOM, Ja@J1€KO OT KyJIbTypHOrO Mupa. 
Ogxako Aknour Bosxu npogoxan ceo tpyq u B Jlomanbge, HeCMOTpA Ha 
oTcyTcTBHe nocoOui. K aToMy RpeMeHH OTHOCUTCA Tpya Responsio oTnpaB- 
J@HHbIM Ha KOHKYpc, ycTpoeHHbIii Br. Jleiinuur OOuyecTBOM uM. AGAOHOBCKOrO 
C UebIO Pa3BATHA TEOPHM KOMIVICKCHBIX 4MCed. 

Hanucanmio Responsio npequectsopaia nepenucka c PapKawiom copep- 
Kallad Hay4HOI AMCKyCCHO, B KOTOPpOK Anow yKasan PapKauly Ha OMHy 
OWMOKy ero TEOPHH NO OGOCHOBaHMIO KOMMIeEKCHBIX 4nCe. CBOe NMCbMO OH 
3aKOHYM CHeAYIOWWMMM COBaMM:” ,,Tenepb Bbl He MOrIM He yOeMMTbCA, 4TO 


4 XapaktepHo, uTo nacenenue /lomanbga 100 ner cnycta, B 1930 r. Bce eme O10 
scero 871 yenoBeK. 


18 P, STACKEL, T. 1; cTp. 122, 
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Baua TeEOPHA ONPOBeprhyTa, PacCeMBaHMe BCAKUX MPOMOJDKUTEbHBIX, HEACHO- 
CTEM WIM OWIMOOK ABIACTCA [It MCHA YAOBOABCTBUEM M HaCMa@KIeHMeM, 1 mpe- 
qmonoraio TO y Bac Toe tak“. OnHako ,pacceuBaHue HeACHOCcTeli~ He O3Ha- 
Yano WA Papkaia ,yAOBOALCTBMA M HaCNaKJaHMA“, B peayrbTaTe 4ero MexKLy 
OTHOM M CbIHOM PasBAZAOCh OCOOOE, FAKE MODKHO CKa3aTb COCTABAHME CNOPTHB-- 
Horo xapakTepa B CBA3M C KOHKypcaM. O6a HampaBuiM CBOM KOHKYpCHbIe 
paoots! B Jlevimuyur, HO HM O1MH M3 HMX He NOAyYnA npemun. MonoBuna npemuu 
Obla NpUcyKAeHa MpenogaBatento /le6penenckoii Konnerum Pepenuy Ke pe- 
Ke WY, KOHKYpCHad paOoTa KOTOpOrO ABIANACh wWaGJOHHON. 

Hanucannoe B 1837 r. Responsio Ha BOCbMM sIMCTaxX HanOMMHaeT CKOpee 
BCerO HaOpPOCOK, XOTA B He M3I0%KeHO MHOFO ryOoKux upjet. Anou Bosanu 
onpeetMs KOMIVJICKCHBI€ YMCA BBeJCHMEM 4eTbIPeX eMHMU, yKkasbiBad 
Ha TO, 4TO NOqOOHaA TeOpuaA MpH BBEAeHHM COOMBE EAMHMIL 4eM 4eETHIPe, HE 
MOKET ObITh MOCTpOeHa, Tak Kak B 9TOM CJy4ae HalpMMep KBapaTHbIt KOPeHb 
He Obi Ob ABy3Ha4yHbIM. CreqoBaTenbHo Anom Boan paspaooran aTy TEOpHtoO 
B TOM >Ke CaMOM rojy, Korga TaMUATOH CoO3fal TeOpuiO KBaTePHMOHOB. 
Tay6oxoe MaTemaTu4eckoe ocrpoymue Boan noKasbiBaet 4 TO, YTO B Respon- 
SiO OH ONnpefeIM CTeneHb C KOMMJICKCHBIM NMOKa3aTeIeM C MOMOIIbIO pala 
Maksnopena dyHkuuu e*, O 4eM roBOpuT MH Dunep, HO Bosxn xpome Toro 
MCNOMb3yeT 3TO JIA ONpeyeneHuaA NOrapudMa Npu KOMMJIEKCHOM apryMeHTe, 
Kak OOpaTHyio qbyHKumio oT e*. HecomHenHo, uTo Responsio HecmMoTpA Ha 
HeOpexKHOe U3ZIO%KeHHe, CAMO NO CeOe AOCTATOYHO JIA TOrO, 4YTOObI OOecMeYMTb 
MecTo ja Anowa Boau B ucTOpuM MaTeMaTHKH. 

@Mapkaull He Obil JOBONeH XO3AMCTBEHHOM eATeIbHOCTbIO AHOUIa B C, 
Jlomanbgz. B 1846 r. OH BbICa ero M3 MMeHHA, KOTOPOe OTA B apeHsy. 
Avour co cpoew cembew mocenusica Br. Mapourpawapxesb, rae OH Ha CBOM 
c6epexeHHbie B /lomabfle cpegqctBa noctpoua cede JOMMK. 

B Mapougsawapxene Anow Bosau xku nouTn Kak POOMH3OH Ha CBOeM 
ocTpope. XapakTepHO [WIA EO M30IMPOBAHHOCTH OT OOLIECTBEHHOM MKU3HM, TO 
ero Apyr c Momogbix net Kaponb Cac, BO Bpema ero 4eTbIpexsierHero mpe- 
ObiBaHua B Mapourpaiiapxene, ,HeE mOCceTM ero, Tak Kak WM He CMeN ero 
NOCeTUTb, YTOObI HE CKOMMpOMeTHpOBaTb ce6a“.* KoHcepBaTMBHbIe OypyxKya T. 
‘Mapourpauiapxeb HaCTObKO CTpallIMAMcb CMeoro M NporpeccuBHoro AHoWa 
Bosanu, 4To ero 3HaMeHMTbIi HemMeuKu Ouorpap Li teKe 1b, mpeOpiBaBuinit 
TaM B Hayasie Beka mucan cmenytouree:” ,/laKe COpoK eT Nocne ero CMepTH 
MOXKHO ObIMO HaOmOfaTb, HaCKObKO UMA Anowa BOA Oblm0 HeHaBACTHbIM 
M MpespeHHbim B Mapoupauapxere“. 

1948 r. umeer ocoGeHHoe 3Ha4eHne B KU3HH Boxn. Co6situa OopbObt 3a 
CBOOOAy BbIPBasM ero M3 CBOeM 3aMKHyTOCTH. Kak ObIBLUM OdbULeEp OH C OXOTOH 
NOCTyNuA Obl Ha BOeHHYIO CilyKOy, HO B 9TOM BOCMPenATCTBOBAA CMY 601e3Hb. 


16 P, SrackeL, T. 1, ctp. 171. 
17 P, StAcKeEL, T. 1, cTp. 171. 
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B ofHoM mucpne ero c Hadala 1848 fr. MO)KHO 4UATATb CJIEMYIOUICe ¢ B npr CReae 
-CTBHe MOero C1a6Oro UsM4eCKOrO COCTOAHMA... A COBEPLUCHHO HEMpKrOseH AIA 
BOCHHOM >KM3HH,!? HO CTapaloch XOTA Obl JIMYHBIMM yCJyraMu = MpOBUHYTb 
oOulee eNO... Belb MOKA MMEETCA XOTb OJMH HEAOBOJIbHBIM, HUKTO HE MOMKET 
XBAJIMTbCA COBEPUICHHBIM CY¥ACTJIMBbIM COCTOAHHeM.“ OgHakO, KOrga BOMCKAa 
‘CeKeeB B OKTAOPE OfepKAaIM no6egy nog Paguotom u 30-ro oKTAGpA co6paoce 
HECKOJIbKO JIMU, Ha CeKpeTHOe COBeulaHHe Ha KBapTHpe Mavopa [llaHTa Ana 
-OOCWKICHMA JaJIbHeEMUIMX BOeHHBIX JelicTBuM, Anou Boau Toke MOKMHY/I 
nocteb. B OfHOM OTPBIBKe CBOerO JHEBHMKa TPaHCMJIbBaHCKHM MCTOpMK PapKali 
Jleak paccka3bipaeT, 4TO Ha 9TOM coBelaHHn” ,BoOxAM mpeqcraBAl YeTKHH 
M KOHKpeTHBIii M1aH, MpesycmMaTpuBaloulMM OUMLeHHe OOnacTH CeOeH, qhexep- 
Bapa M BCei TpaHCCHIbBaHuu..., OOeLWad K HOBOMy rOJy MepesaTb B PyKH 
BeHr€pCKOFO NpaBUTebCTBa BCIO TpaHCHJIbBaHHo.“ ,OTOT M1aH He Ob MpHHAT, 
— mpogomxaet leak —... NOTOMY 4TO PYKOBOAMTeEIM WM KOMAHJHPbI M3-3a 
camomo0ua oTKa3aIu Anouwy Boa, w riaBHbIM OOpa30M M3-3a TOFO, 4TO 
JipewHep Obi peakuvonkepom, a DKOMOOPH* KONeOIOWMMCA, M MOSTOMY 
OHM CTPeMMJIMCb ONPOBEPrHyTb ITOT HAKAYYUINA Ma. [lopasnTeAbHO, HACKObKO 
TOUHO OnncHIBaeT /[e aK B CBOEM JHEBHMKe XapakTepHyt0 YepTy HCTOPHH peBo- 
JNOUMM: HeMpHMATeIb yCTpavBaeT B TeHepatbHbIM wuITaO peBOAOUKH CBOKX 
BbIOPaHHbIX aFeHTOB, KOTOPbl€ NOM MACKOM CMeWMaIHCTa JOKA3bIBalOT O XOPOLUeM 
‘OYTO OHO MI0XO, M HaOGOPOT, BbIZbIBAX TEM CaMbIM KaTacTpodbl. Torxe camoe 
nmpousows0 wu B Mapowsauapxese : HEAMCUMMIMHMpOBaHHble 4acTu CeKeeB OBI 
PpasrpOMJIeHbI Pery/APHBIMA BOMCKAMM HMMMepaTOpa WH aBCTPHuCKH reHepamn— 
yleuTeHaHT Teyeou BeTynu1 B Mapourpauiapxetb, paspemaa CBOOOsHbIK 
rpadex, a Anoum Bosan, kak numet /leak,“... BepHyJICa B TOJIbKO 4TO NOKH- 
HYTO€ HM OMMHOYeCTBO“. 

Anoul BOaM BOOAYUIeBIeCHHbIM OCOOeHHO ycnexamu Bema, Ke pas xoTel 
MATH Ha MeCTO O08, HO eMy BCera MpensATCTBOBaIa Ooe3Hb. B rogbl moce- 
PEBOJIOUMOHHOFO yrHeTeHHA, OH COBEPLIeHHO yfasiMsica OT OGULecTBa. Ho euse 
BO BpeMA OOpbObI 3a CBOOOAY OH NOY4H.A Hay4HOe NPOKsBeAeHNe, BOZOyAMBUIEe — 
ero uHTepec. ITO Oba padota JIo6auescKoro Geometrische Untersuchun- 
gen zur Theorie der Parallellinien, ppiueguiaa B cBeT B 1840 r. 

Tpya Jlo6ayescKkoro Bosan nonsyyun or PapKama, KoToppiit cay- 
4aHHO y3Hal O Tpyge. [lpountas sty KHHTy, OH C yAMBJEHHeM yCTaHOBM, 4TO 
ee ComepyKaHne cxogqHo c Appendix-om. B neppoe Bpema OH NOsOspeBan, 4TO 
Jlo6a4eBCKOroO He cyluecByeT, NO 9THM MCeBIOHHMOM CKpbiBaeTcA Tay cc 
a TPpyA ABiAeTCA naruatomM Appendix-a. K aTomy BbIBOAY mMpyBen0 ero 


8 Otgea pykonucei Bu6anotexn Beurepcxoi Axagemun Hayt. 
19 TpyqHO paso6patb 9TH WBa CmOBa. 
*0 Uwrsan Barra, K xu3sHn Anowa Bosu. B xypxane Axanemun, 29 (1948), crp. 445. 


“1 [pewnep u )Kom6opu B KayectBe oduuepok wta6a y4aBTBOBaM CneWManucTamH 
Ha COBeWaHHH. 
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nopegenue Taycca, KOTOppIit AKOOBI NOXBAIMA Tpyq Jlo6a4eBCKOro, OTMa- 
uupaa Appendix. IIpapya-au sto Obii0, wim HET — 4TO Gonee BeEPOATHO —, HO 
AHOWY BHYWIMIM, 4TO MMeHHO Tak MH MpousoUlso. Ilpu takux o6cTrostTesbcTBax 
OH KOHE4HO MMECJI NOHO NMpaBo NOMO3peBaTb, 4TO Geometrische Untersuchun- 
gen CcosqasiMch BCEACTBUM NpucBoeHuaA Tayccom ero mpicnei. He tpyquo 
NOHAT 3TO NMOMOspeHHe, eCIM MbI OOpaTMM BHMMAaHHe Ha TO, 4TO SHOU 
BOaAM HECKONbKO JeCATOB ET KU B OMMHOYeCTBE ateKO OT Hay4Horo 
MHpa, He 3Had O pa3sBUTMM MpoOOJeMbI, npemuecTByrouleM u3faHuIo Appendix 
M BApyr y3Hal, YTO NOCNe HeyCNexOB B NPOTMKEHHM ABYX TbICAY eT NOABMICA 
TPeTHM CO3MaTeIb HEEBKIMAOBOM reoMeTpUN. 

CopeplieHHO MOHATHO, 4TO OH, MOparxKadch 3THM (PakTOM M BO3MYU[aACb 
Kak NpefbiqyuiMM, TaK M HbIHeWIHMM MOBefeHHem Taycca nogymMan cneppa 
oO naaruate. TlosToMy OH COCTaBM.I TWWaTebHbIe KOHCNeKTHI 10 Tpyfzy J1o06a- 
4EBCKOLO, C Leb BbIABMTb TakWe OLIMOKM, NO KOTOPbIM MODKHO ObIIO ObI 
yOeqUTbCA B TOM, 4TO TPyy ABIAeTCA MaaruaTomM. HecmoTps Ha TO, YTO B CBOUX 
3amMcKaX OH MOsBepras cTporow KpuTMKe Oonee WIM MeHee 3HA4MTEJbHbIC 
ouuoKu JIo6a4yeBCKOLO, OH BCe-Ke NpusHal YTO JIOOayeBCKUH paBHbIi 
emy reHuvi. B cpoux nmpwmMeyaHuAX OH BbIParKaeT CBOe Mpu3HaHHe B CJIOKKHOM 
CTMNe aNMeAWMOHHbIX CyfeH TOTO BpeMeHM, a MMEHHO:” ,,OOApPO Warasx, NOJbI- 
MaACb Ha HEOObI4YaMHbIe BbICOTb! MOMOOHO BesIMYanUIeMy, JIOBYaMIeMy, TOH- 
yalemy apTuctTy-KaHaToxogy JIo6a4yeBCKUM NpeKpacHo, YeTKO UM OTMYHO 
TPakTyeT CAMOCTOATEbHOCTh CibepuH4ecKOH TpHroHOMeTpHM. “ 

4to KacaeTca JO MpvoputTeta 9TUX ABYX PeHWAJIbHbIX ABTOPOB, TO Hale 
MHEHHE MO)KET 3aKJIO4aTbCA TOJIbKO B TOM, YTO BONPOC O NpuopuTere 
3eCb Jake MOMHATb HEyMeCTHO. HecomuHenHo, To Tpyy JIo6a- 
YeBCKOFO ObIM M3aH Ha JBa roja” paHbule yem Tpy, Boxwu. OpHaKko MbI 
3HaeM, 4TO BOAM OTKPbIT CaMy!O CYLIIECTBEHHYIO OCHOBHY!O MBICJIb ellie B 
1823 r., Korfqa OH HamMcal CcBOeMy OTLY, 4TO ,,CO3a/I HOBbIM MMP M3 HuYerO“, 
B TO Bpema Kak JIOGayeBCKHA Tora ele HE Halllen AOpory K pelleHHN, 
© 4eM CBHJeTeIBCTByIOT pyKonucu ero B 1823 r. Ho B 1825 r. 06a HanucannM 
CBOM pesyibTaTH: Boau mofan pykonuch B Hayane 1826 r. cBOeMy yunTento 
no MaTemaTuKe, KanuTany Boabtepy, a Jlo6auveBcKkun B 1826 r. nepe- 
[lal PyKOMMch Ha PUBUKO-MaTeMATHYECKMH (pakyJIbTeT Ka3aHCKOrO YHUBEpCHuTeTa. 
O6e pykonucu noTepaMch. JTO ONeCTALe CBUNETEIbCTByeT O TOM, 4TO 06a 
TeHHA, B OCHOBHOM, B TO)KE CaMOe BpeMA, HE3ABHCMMO [pyr OT Apyra OTKPbIIN 
He€BKJIMJOBy!O TeOMETPHW. 

Metog, TpakTOBKM UX TBOPYeCTBA ABIIACTCA ‘Pa3JIM4HbIM. Boau TpaktTyeT 
HECKOJIbKO 3afa4 Ha MOCTPOeHMe, AOKAa3bIBaeT, YTO B HCCBKMJOBOK FeOMeTPHK 
KBafpaTypa Kpyra pa3pellMmMa, B TO BpeMsA, Kak Jo6ayeBCKUHK CTpeMMCA 


22 P, SracxeL, T. 1, cTp. 148. 3 
23 Tlepsbit TpyA Jlo6ayeBCKOrO Obi uBpaH B 1829—1830 r. 5 Kaszanckom Becrt- 


nuke, a B 1831 r. Obi usgaH Appendix. 
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npexe Bcero K TOMY, 4TOObI HalTH M B HECBKAMJOBOM TeOMeTPHH opMydIbI 
JIA paspewenHa OObIMHBIX TeOMETPHYeCKMX BbINMCICHMM. OTH pa3zIM4nA B 
TPaKTOBKe OObACHAIOTCA OOMECTBEHHBIM MOMOXKEHMEM 9THX [BYX Y4CHBIX. 
Boan kak 4esOBeK 3aMKHYTHIM, MMC B CBOEM paCNOpwKEHMH JIMUIb Oymary 
M YepHHla, MOITOMy OH 3aHMMAJICA BbIBOMAaMM TeOpeTM4eCKOrO XapaKTepa, 
KOTOPbIe OH Obi B COcTOAHMM MpoBepuTb. Ho JIOGOayeBCKU AH, Kak Npodeccop 
yHMBepcuTeTa MU OOpas0BaHHbI ACTPOHOM, C CaMOrO HadaJla HaeAJICA ONpeseJIMTb 
ONBITHBIM TIYTEM €BKJIMAOBY!IO WIM HECBKIMAOBy!O NPKpOsb! usnyecKoroO mpoctT- 
PaHcTBa, HM MOITOMY OH HMCKaJl CpeACTBa, KOTOPBIMM aCTPOHOMHA Moria Obl 
MIpakTH4eCKM MOJIb30BaTbCA B CBA3H C STAM BOMPOCOM. 

Tpya Jlo6dayescKkoro sBos6yqaul y BOAM MHTepec K reOMeTPHH: B 
1850 r. OH CTal 3aHMMAaTbCA pyKkOnuCcbIO YueHHe O NPOCTPAHCTBE, K 
KOTOPOM OH elle HECKOJbKO paz BepHysica WO 1855 r. U3 oTpbiBKoB, a TakoKe 
M M3 3aNMCOK, COfeprKaHMe KOTOPbIX M3BeECTHO HaM, BUHO, 4TO Anow Boan 
M B 9TOM TPyfe 3aHMMaJICA 3HAYMTEbHBIMM HOBbIMM HedMH. Camo 3Ha4H- 
TEJIbHOK YAaCTbIO ABIACTCA Ta, B KOTOPOM OH 3aHMMAaeTCA OOLIEH TeOpHen NOBep- 
XHOCTeH M KPHBbIX. OTO NOKa3bIBaeT, 4TO 5OAM Neped MHOTOUMCCHHBIMM MCC- 
JieMOBaTeIAMM OCO3HAJ1 3HaYeHHe TOMOMOrMH MOBePXHOCTeH HM KPHBbIX. OH 
eWJI KpwBble Ha NpoctTbie H y3oBuTbIe. OH nocTaBHJl cede WebIO COCTABATb 
nepeveHb THNOB *puryp, Ha3sbIBAeMbIX MM MPOCTHIMH NOBepxHOCcTAMH. []poctor 
NOBEPXHOCTbIO, OH Ha3bIBaJl MOBAAHMOMY JBYMepHble .MHOrOOGpa3ua. Bosau 
Pa31M4a MOJIHbIE NMOBEPXHOCTH KM MOBEPXHOCTH C BbICMKOH: 9TO YKa3bIBaeT Ha 
ero CTpeMJI€HMe OXapaKTePH30BaTb THMbI NMOBEPXHOCTeH MO CBA3HOCTH. Cueqy- 
joujee erO 3aMe4aHHe CBHAeTEIbCTByeT OO OYeCHb TOHKOM TeOMeTPH4eCKOM 
uyTbe: “ Ha 11060 NpOCTOH NOBEPXHOCTH MOYKHO CAeaTb MPOMSBOMbHOe YMCIO 
BbICMOK MIOMECTHTb B 39THX MECTAX TPYOKH HM COeAMHHTb HX NOMapHo. Ilpoctasa 
NOBEPXHOCTb OOGJ1aaeT 3THM CBOMCTBOM B CaMOM OOuIeM csy4ae.“ VW on g0- 
OaBaeT: ,[]popeputb OKasaTebCcTBO!“ 

CopepuieHHO CnpapeniMBo 3aMeyaHve BOA OTHOCHTEBHO JOKa3aTeJIb- 
CTBa TeOpeMbI DH Ep a-O MHOFOrpaHHHKax CorsacHoO KOTOpOMy *° ,,Teopema Be- 
aMKOrO Du Ne pa... OKa3aHa B HeQOCTATOUHO OGUIeEM BUI, NOTOMY 4TO He 
BCAKO€ COOTHOLUEHHE MHOFOrpaHHHKOB MOJIy4aeTCaA NyTeM OTpesaHHA NMpamus“. 
K cookaseHuio fOKa3zaTebcCTBO BOM HaM HeM3BeECTHO M NOSTOMy MbI He 
3HaeM, WIA KaKMX MHOFOCBA3HbIX MHOFOrpaHHHKOB yflal0Ccb eMy OOOOLIMTS 
Teopemy Depa, KOrfa OH TOBOPHA, YTO HaLeN OKAsaTebCTBO COOTHOLIE- 
HWA Dine pa” ,A KOMbUCOOPAsHbIX MHOFOrPaHHMKOB HM AyNJIMCTO-nOCKHXx 
MpoctTpaHcTs*. 

B 1856 r. Box cHoBa Ha4a 3aHMMaTbCA BONPOCOM, ABIAeTCA JM He- 
CBKIMAOBA FeOMCTPHA HEMpPOTHBOPeYHBOK B TpexMepHOM MpoctpanctBe. Ou 
ACHO BUEN, YTO CCIM MaKe NMIOCKAA EBKIMJOBa M HEeBKIMJOBa reOMeTpUuA O6E 


24 P. SrackeL, T. 1, crp. 178—179. 
25 P. STAcKEL, T. 1, crp. 178, 
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ABNAIOTCA HEMPOTHBOPCYMBbIMM, M3 3TOFO ELE HEMb3A J[eaTb BbIBOL O eBKIM- 
HOBbIX WIM HECBKIMJOBbIX OTHOLWIEHMAX B TpexMepHOM NpoctpanctBe. B 9sToM 
OTHOLMEHHM BOAM MpOABUHYyJICA HECKOABKO Janbue JIo6a4eBcKoro, YOB- 
JETBOPUBLUETOCA TEM, 4TO TEOMETPHA HEEBKAMJOBOM MOCKOCTH HEMpoTMBOpe- 
4MBa. KOAM XOTEN PeLMTh BOMPOC CAEAYIOULMM O6pasom: eCAM B3aTb TeTpa- 
aap c BepuimHamu A, B,C, D wu Baath Touxy E Bue ero, TO 9TH MATb TOUeK 
OnpexenstoT 10 pedep, 10 Tpeyrombuukos wu 30 yrnoB Mexyy rpaHaAMn. Ilpu- 
Me€HAA aOCOJIOTHBIE TPHFOHOMETpHYeCcKHe MOPMyJIbI K TPHrOHOMeETPH4eCKUM 
COOTHOMECHHAM MOCJCHMX OH HafeAJICA PaspeLUMTb TAKMM NyTeM BONpOC He- 
mpoTuBopeyHBocTu. B O,HO BpeMA OH OLUMOAJICA, TAK KaK BCJIEACTBHE OHO OLINOKU 
eMy Kazal0Cb, OyATO yalOCcb fOKa3aTb Ha OCHOBE KOHCTpyKyMi Tpexmep- 
HOrO Mpoctpaxctsa, 4TO V. nocty.1aT, uM XI akKCHOMa HEOOXOAMMO BepHa. OH axe 
Hada] MMCaTb CO4MHEHME MOA 3aroNoBKOM: ,,JloKa3aTenbCTBO BCeMMpHOrO 
3Ha4eHHaA XI eBKAMOBOM aKCMOMbI JOHbIHE HeAOKa3aHHON M Cy Kale OCHOBOL 
Bcei HayKe O MpocTpaHcTBe MH ABMwKeHHM. HanucaHoO KanuTaHOM-MH>KeHEpOM 
Anowem Boxu.“ Ho Oonpue mpequcnopua He HanMcal, Tak Kak OH 3aMeTH 
oumm6xky. Emy He ya10Cb JOKa3aTb HEMPOTHBOPe4MBOCTh HEeBK MOBO reOMeTPUH. 
OTO, Kak HAM M3BeCTHO, OKa3aIM Nocse ero CMepTH. 

Tlocne cMetpu Papkawa Boan B 1856 r. Anow Bs 1857 r. nepece- 
JIMJICA Ha OKpavHy ropoja, Ha yMuy Kanpapua, BOmM3M KaTONMYeCKyrO Kag- 
Ouula, re OH apeHJOBaI MaJICHBKHM JOMMK. SyeCb KM OH OMHOKO, HeTpy- 
OCNOCOOHBIM M OOMbHOK. TombKO cBoemy Opaty Tepreto nucan wHorga mucbMa 
O CBOMX C@€MeMHbIX eax, O cBOew OomesHu. B 1857 r., BCMOMMHaA HaCcjaK- 
eH HayyHOM paOoTbI, OH MHCan:* ,...a y3Ha pall, KOTOPbIM A Mp BCer 
CypOBOCTM MOeroO OGpa3za XKU3HM He OTJa Obl HH 3a YTO Ha CBeTe M KOTOPHIi 
MOKET y3HaTb J06OK, paOoTad Hal COOOM NpHexKHO WM C BOOMYLIeBIeHHeEM“. 
B mocmequee BpemMa OH MOYTM BCe BpeMaA EKA UM ObLI B AMxOpagKe, Bce 
BpeMaA eMy ObI0 XONOMHO, M WaxKe JeETOM Cas B MexOBOM wanke. Ham Heu3- 
BeCTHO, 4M OH CTpafan. OH »KaNOBasICA Ha TO, 4TO HOrM y Hero OonAT. Bos- 
MOKHO, 4TO OH CTpafan BOCnaneHuem cycTaBos. 18 aHBaps 1860 r. On 3a6oneN 
BOCNaJIeHveM JIerKMX M BCKOpe mocje aTOrO CTa yMMpaTb. 27 AHBapA ero 
cayxaHKa HOnmanHa Cé4 nucana caepyioulee Tparuyeckoe mucbMo Tepreio 
Bosau:” ,Xorena Bac u3BeCTHTb M paHbUe O COCTOAHMM Tr. KaNMTaHa, HO 
Kora OH 4YBCTBOBa ceOa Ay4Ue, He paspelian MHe mucaTb Bam, NoTOMy 4TO 
Oossica pacxogos. Ho cerogua 26-ro aHBapaA K 10 4acam BeYyepa OH JIMUIMICA 
‘peu M noTepal cosHaNne, KaxKIy!o MMHyTy XKAy ero cmepTu. flpomy, Baure 
Onaropomme, cneuimTe K cBOeMy OpaTy, OfMH Gor ero 3HaeT HaliyeTe-1M ero 
XKMBBIM, KPOME€ TOFO HeH3BeCTHO, Y KOTO OH JlepKal CBOM JCHbrM, MOTOMY 4TO 
OH HaM HuKOrga He roBopun 06 atom. [louTeHHO mpocuT Bac cneuiMTb 
cayxaHKa HOnmanHa Céy. — B= TO Bpema kak A MMCaa MMCbMO TP. KanMTaH 
yMep Tak 4TO ero OoubUIe Her.“ 


26 B oTjene pykonucet BuGanotexu Benrepcxon Axanemuu Hayk. 
27 Oren pyxonuce Bu6avotexu Beurepcxow Axazemnu Hayx. 


16 T. Anexcuy 


Ha noxopouax ero y4acTBOBaIM KPOME BOCHHOM feNerauMH TOAbKO TPH 
yenoneka. Morusia ero octapalacb 6e3 namaTuHKa. Korga Pepeny UI Muar, 
nepBblii BeHrepcKuit uccreqoBaTenb BoxM, B 1893 r. MCKan ero MOFMAY, TObKO 
crapaa cnyKanka }OnmanHa Cé4 moraa emy noxasatTb Moruly Anoma Bown, 

YKusnp Boa ABIAeTCA JeHMCTBUTeIbHO TpareqMevH, MOTOMy YTO ero 3amMe- 
YaTeIbHOe OTKPbITHe OMTOe BPeMA He ObIIO MOHATO, a CaM OH OBI BbIHYKCH 
YMaTb B OMMHOYECTBE 0 TaKOM MMpe. B KOTOPOM pa3yM M HayKa MOOeKMAalOT 
Hesenoe Hacwsime. Paulatoujad Mpw4vHa ero HeyCNexOB 3akHOYaeTCA B TOM, 
uTO B NepBoli nonoBMHeE XIX Beka Hay4Hble ucceqoBaHuA B Bexrpuu u Aaxe 
Bo Bceli TaGc6yprckoi MOHapxMM He MMeJH OOWIECTBEHHOM MOYBbI. TOuHbie 
HaykM, OCOO€HHO MaTeMaTMKa, HayKa aOCTpakTHOrO xXapakTepa ABIAIOTCA 
BaKHbIMM TOJIbKO JIA TaKOrO OOULECTBa, CMOCOO MpOusBOACTBa KOTOPOrO jeaeT 
HEOOXOAMMBIM HEMOCPeACTBEHHOE WJM KOCBEHHOe TIPHMCHEHHE JOCTWWKEHHH MaTe- 
MaTHKM B MpouspomctTBe. He cryyawHO MMECHHO TpeKH, HapO] KyCTapHHKOB UM 
MOPAKOB, Pa3sBMJIM B [PeBHOCTH MaTeMaTHKy Ha TaKytO BbICOKy!O CTyneHb. He 
cy4¥avHo B XVII Bexe MMeHHO B AnrsiMv M PpaHuMy, T. €. TaM, re NPOMBILLUIEH- 
HO€ pa3BHTHe WM MCNOMb3OBAaHHe TeOrpadMyeCKHX OTKPbITHH ABIANOCb BadK- 
HeMLUMM OOLIECTBEHHBIM TPeEOOBaHHeM COBPeMeHHAA MaTeMATHKa CTaJla pa3BH- 
BaTbCA TaKHM Pa3MaXOM. GHA4MT, MATeEMaTHKOM MHTeEPeCOBaIMCb Te OOULECTBA, 
MMeOJOrutO KOTOPbIX ONPeAeAIM PasBUTbIe JIA JaHHOM 3NOXH NPOU3SBOAUTEb- 
HbI€ CHJIbI M NepeOBble NPOMSBOACTBEHHbIe OTHOLIEHHA. 

XapakTepHO JIA OTCTAIOCTH MpOM3BOAMTEIbHBIX CH BO BPeMA dKM3HM 
Boa, uTo B 1841 r. B Bexrpun padotano 6 napoBbix MalIMH OOWIeH MOLI- 
HOCTbIO B 74 JI. C., B TO BPeMA KaK B ABCTPHACKOH MPOMBILUIIeHHOCTH pa6o- 
Tala 231 napoBad MalwuHa, a BO Ppanunn oKONO 4000 napoBbix mMawHH. Y Hac 
MCTOYHHKOM 9SHEPrM ABIANACh OKCMyaTauMA Tpya KpPenOcTHBIX KpPeCTbAH 
M Oatpakos. [lpn beofanbHbIxX YyCJIOBHAX MPOMBILJIGHHOCTh COCTOAa U3 
YMMparoulMx PHJIbAM WIM B KpaiHeM Ciyyae M3 HECKONBKMX MaHydakTyp, 
KOTOpble urpaIH COBEPLIEHHO NOAYHMHEHHYHWO POdb. 

OTcTaOCTh NPOM3BOMMTEIbHBIX CMJ HM CBASAHHbIX C HAMM MpPOU3BOACTBEH- 
HbIX OTHOWWCHMA BeHrepcKOrO OOULeCTBa TOrO BpPeMeHH COBfala TakyIO MeON0-— 
rui0, NPM KOTOPOH TOYHbIE HayKM M MCCeAOBAHHA €€ MOFIM pa3sBHBaTbCA. 
PoOcnopcTByIOWlMii KaCC, 3alMUaIOUMH deosanbHyl0 aKCNOAaTaWMIO 10 Kpaii- 
HOCTH, He MOM€pxKMBal HH TOYHBIE HMCCIeCMOBAHMA, HM TeX, KTO OCHOBBbI- 
BaJl CBOe MMPOCOseplaHve Ha JOCTHKEHMAX ECTECTBO3HAHHA. TakoB Obl 
Anou Boau. Ero xkenaHvem ObIO 3aHMMaTbCA HE TOJIbKO MaTeMATH4eCKHMH | 
MCCEAOBAHHAMM, a PellaTb NPM NOMOLWM HayYHbIX METOMOB BCe BONPOCHI, 
BKOYaA M NpoOsemb! OOusecTBa. BcnesctBHe Takoro ero noBeseHuA, paHoO WIM 
NO3AHO OH JOJDKEH Obl CTOJKHYTbCA CO BCeMM, KTO NPHMKHy.1 K OOueNpHHA- 
TOMY TOra MMpOBOspeHnWd. Cre ROBATEAbHO TParnv4ubli XO KUSH 
AHOwa BOaAM He ABAAeTCA pesyAbTATOM AMYHBIX OTHOWMCHUE 
M MHAMBUAYAN_HBIX CBOMCTB, a CTpaqhaHHveM.TBOpUTeNA — 


YRYBHb M feATenbHOCTA Anoma Bown Mee 


TeHMA HM CTOPOHHHUKA KOPEeHHbIX pehopMm, GObwmeroca B 
THCKAX OTCTANOTO BEHTePCKOrO OGOMLeCTBEHHOrO CTPoOR TOrO 
BPpeMeHH. 

Ano BOA Obl MbICIMTeIeM, MHTepecyroulMMca (pusocoduen. Kpome 
MaTCMATHKM OH 3aHMMAJICA HaTypdusoOcou4ecKHMM M OOLIIECTBEHHbIMM BON- | 
pocamu. Ero cMedble MbICIM MOKa3bIBalOT erO, KaK NOCeMOBATebHOFO paluo- 
HaJIMCTa, BbIBUraBlUerO MO CyUHOCTH — OCOG6eHHO B OG1aCTH MaTeMaTH4eCKO 
(pusocopun — MaTepuasiucTu4eckue usen. 

Oco6oe BHUMaHMe 3aCIyKUBaeT Hanpumep, 4T0 Ano Bosan ropopa o 
TEOPHM KOMIMVJIEKCHBIX 4uCeI B § 11 cBoero Responsio numer culeyrouree : *° 
»--- MpeAMeETOM TpesBOrO UMCCIEMOBAHMA MOFYT ABIACTbCA JMUIb TaKHe BeLIIM UM 
TaKUM OOPa30M JIMUIb TaKMe KOJIM4ECTBA, KOTOPbIe JCMCTBUTEbHO CYUeCTBYIOT 
(HanpuMep: MaTepuasbHbIe YaCTH Tela WIM BHEIIHerO Mupa, WIM NO Kpaiineli 
Mepe MBICJIMMbI MH BO3MODKHbI)“. 

Vrax, Boau BbICTyMal NPOTHB NpOUsBOAbHOrO CO3faHHA MaTemMaTH4eC- 
KMX NOHATHM M B OTHOLUCHAM MaTeMATHYeCKOrO MeasIu3Ma WIM MaTepvasu3mMa 
OH PeCHWIMTeCIbHO NPUMKHYI K MaTepvamu3smy. OH CunTad KOMMICKCHBIe 
4YMC1a CBOeCOOPa3HbIM OTParKeHHeM JICHCTBUTebHOCTH, HeECMOTPA Ha TO, 4TO B 
€rO BpeMA FTOCNOACTBOBAIO yOexKeHHe, OYATO KOMMJICKCHbI€ YMCA ABJIAIOTCA 
BOOOPAKAeMbIMH OOBEKTAMM, HE OMMCHIBAOLIMMH MATePMaIbHy!0 JeMCTBUTEIb- 
HOCTb. 

OygHako, HE TOJbKO OTJeNbHbIE MNpuMeyaHuA Anowa Bosau, Ho u pce 
comepskaHue Appendixa, ero BO33peHHe Ha MATEMATHYECKOE MpOCTpaHCcTBO CBH- 
J€TEJIbCTBYIOT O TOM, 4TO e€FO HayY4HbIM MeTOM ABJIAETCA NO CyTH [ela MaTepH- 
anuctuyeckuM. Eure 0 mpoucxoxKqeHuH CBOeM TeOMeTpHM OH TMIUeT, 4TO 
JOJDKEH ObII PelIMTbCA Ha OTKJIOHCHME CBKJIMJOBA BO33PCHHA ,,... TaK Kak 
C4NTaIO, 4TO MPMPOAy Heb3A MPHHYANTb, NPUpOAy He1b3A POPMUPOBAaTh NO Npu- 
BUJ[CHMAM KM MeUTAM, a MpaBsy WIM Camyto NIPUpoy CiefyeT packpbiTb paliMoHab- 
HbIM M @CTECTBEHHBIM CMOCOGOM HM HeOOXOAMMO YOBJIETBOPUTbCA BO3MO)KHO 
qy4uimm paccmotpenvem“*.” CaegopatenbHo Boau cuvtat Mup oObeKTHBHON 
J@HCTBUTEIbHOCTbIO, OMMCAaHWe KOTOPOM ABIAeTCA 3aa4yeH MaTeMaTUKH. ITO 
onucaHHve He JOJDKHO BbIPaxKaTb MCTHHbI, CPOPMyJIMPOBaHHbIe MPOU3BOJbHO 
»f10 TpHBHJeHHAM M MedTaM“, a He38aBMCHMbIe OT HallerO CO3HaHHA OObeK- 
TMBHbI€ MCTHHBI. IJTa TOUKA 3peHMe OTBEYAET BSIIANY CYMTABLUerOCA OHreAb- 
COM, Kak KpuTepui MaTepuasu3Ma: ,,MaTepMaJIMCTHYeCKOe MHPOBO33PeHHE, 
rOBOPUT DHIebC, O3HadaeT MPOCTO MOHMMAHHe MpupOpbl TaKOM KakOBa 
OHa eCTb, 6€3 BCAKMX MOCTOPOHHBIX mpHOaBienui.“ CrenyeT yNomMAHyTb, 4TO 
Boan 3Hayq, 4TO Hal MOHATHA, Cy KaulMe OTPaxKeHHeM MPHMpOsbl, TOKE 
PpasBUBalOTCA, 3HAaYMT BO BCAKOM KOHKPeTHO UCTOPHYeCKOH OOCTAHOBKE ,,HeOO- 
XOMMMO YOBJIETBOPUTbCA BOSMOKHO JY 4UIMM paccmOTpeHnem. “ 


28 P. Sracket, T. II, crp. 247. 
20 P. Stacket, 7.1, crp. 223. 
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Is lr. Anexcny 


HenpotuBopeyiBOcTbh HCCBK-IMJOBOrO MpOCTPaHCTBa HaHeC.1a CHJIbHbIM ygqap 
ueaiucTH4eckon Teopun KanTa, C4MTaoule Hale NOHATHE O NpOCcTpaHcTBe 
ANPHOPHHIM, C-lefOBaTe/IbHO e€rO MaTeMaTHYeCKOrO KapTHHy OKOHYATEJIbHOM, HE 
CNOCOOHOM Kk faIbHewiuemy pasBuTuo, OgHako oTKpbitne Boxan, mmesuiee 
CBOUM pe3y-IbTaTOM paCUIMpeHHe MATEMATHYeCKOTO MOHATHA O MpOCTpaHcTBe 
NOATBEPAK.I0, YTO Kak EBKIMJOBbIN, TAK M HECBKMJOBbIM XapakTep du3u4ecKoro 
npoctpanciga a priori OfMHaKOBO BO3MO%KHbI HM NosTOMy Mpeatu3m Kauta 
WIM .11060e Apyroe meTaipH3su4eckoe mpesctaBleHHe O du3sHYeCKOM MpocTpak- 
CTBe HEBePHbI. ITO 3HAYUT, YTO OJHO TO.AbKO MaTCMaTHYeCKOe COMepAKaHHe 
Appendixa sp.lieTcd 3Ha4UTeJIbHbIM LUarOM B CTOPOHy AMaleKTHYeCKOrO MaTe- 
pvaiusmMa, Boa CO3HaTe/IbHO Bel GOpbOy MPOTHB MYCTOTbI MeTa*pUusHyecKHx 
(ppas. On numer B cBoem Tpyze Raumlehre caegyroulee:* ,cxosacTu4eckaa 
MeTaU3HKa ABIAETCA OOMbUICH YACTbIO XKAJIKUM OTPOJbeM NMepeHalpsKEHHBIX, 
60.1@3HEHHBIX, HEJOCTATOYHO CBeAYUIMX B OOMACTH YeOBeEYeCKOTO 3HAHMA CHAI, 
Tak Kak TO, 4TO C@ HayKOM TOUHO YCTaHOBCHO, OTHOCHTCA K MA@TeEMATHKe, Kak 
K @MHCTBEHHOM, HACTOALUEM OCHOBHOM Hayke, BCe OCTaIbHOe — uncTeHWee 
KPOXOGOOPCTBO, OTBJIEKAHOLe€e HAC OT BeJIMYECTBEHHBIX MOJIEM CaMbIX MOJIE3HbIX 
M CaMbIX MJIOMOPOMHbIX HaykK.“ ITO 3aMe4aHHe ABIACTCA KPUTHKOM MeTAa*pH3HKH, 
XOTA HM He MaTepvaIMCTMYeCKHH KpHTHKOK. BOAH, KaK PalMOHAJIMCT, OOKMMaI 
BCe OT MaTeMaTHKH. XapakTepHO JIA MHpOBOs3peHHA BOK, 4YTO OH — NOJOOHO 
Jlan.aacy — C4uTas MUP CAMHbIM LeJIbIM, B KOTOPOM K@KlaA YaCTb HAXOMMTCA B 
3AKOHOMEPHOH CBA8M C JKOOOM ApyroM 4YaCTbIO Mpa, TaK 4TO MX [[BYDKEHHA 
B34MMHO OMpefeaioT Apyr wApyra. ,Mexqy uacTamMH BCerO MHpa — MMLUeT 
Bosxn*' — umeetcd HeOOxoquMas,.uU CTporad 3aKOHOMepHOCcTb. Bes 060i 
4aCTMUbl, aK O€3 NbIIMHKH MMp He MOF ObI CYULeCTBOBaTb... C Apyroi cTO- 
pOHbl, Kakad Obl TO HM ObIIO OOMbUIAA YaCTb, XOTA OBI BECb MUP Oe3 MbIJIMHKH, 
HeqocTaToO4Ha JIA ynpaBienua BcemM MMpoM“. WnTepecHO CpaBHHTb 9TH MbICJIM 
Boan c yyennem AMaeKTH4eckoroO MaTepHaM3Ma, COrmacHO KOTOpOMy jMa- 
J@KTHKA PpaCCMaTPHBaeT MPHMpOsy He Kak CyYaHHOe CKOMIeHHe MpesMeTOR, 
ABCHUM OTOPBaHHbIX [pyr OT Apyra, H30IMPOBaHHBIX pyr OT Apyra — a Kak 
CBASHOE CMMHOE WeOe, Te MPeAMeTbI, ABJIEHHA OPraHH4eCKH CBAZAHbI Apyr Cc 
APyTOM, 3aBMCAT Apyr OT Apyra M OOycs1aBAMBAaIOT Apyr rpyra. “ 

PaunonasucTuyeckad OcHOBa use Bown, pasymeerca, OcaO/AeT mocue- 
JOBATEbHOCTh CFO MATEPHaJIMCTHYeCKUX B3TJIAJOB. ITO BUAHO M3 erO 3aMETOK, 
KaCalOulMxCA BOMPOCa 06 OObEKTHBHOM CYLIIECTBOBAHMH MpOCTpaHcTBa HM BPeMeHH. 
Ou nuwer:® ,,CynyectByloT-1M NpOcTpaHcTBO M BpeMs B JeHCTBUTeEABHOCTH WIM 
TOJIbBKO B Halll€M CO3HAHMM — 3TO JOJDKHO ObITb JIA YMHOFO HM paccysMTebHOrO 
(puocota Oespa3sM4HbIM, H OCTaBaTbCA BHE pacCMOTpeHMA B TaKOM 9Ke Mepe, 
B KaKOM 9TOT BONPOC B CTPOXKAMLIEM CMBICIE HEsIb3A PELIMTb; BAPOYeM 9TH Men 


8 P. Sracket,.1. I, crp. 186. 
3t J. Bepoudzi, A két Bolyai (Mapowsamapxea, 1897), crp. 379. 
32 P, StAcKEL, T. I, crp. 259. 
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AKYTCA TAKUMM, KOTOPHI€ JOJDKHbI OTHOCUTCA K CHCTBUTELHO CYLIeCTBYIOLAM 
BellaM, TaK KaK MOBMAMMOMY Hed CYLECTBOBAHMA MpocTpaHcTBa Mu BpeMeHH 
NpaBHJIbHa HM COMHEBATbCA B 9TOM O3HA4ALIO Obl BHITH 3a BCAKHe Mpenertbl. . .“ 
Bor, nocseqoBaTeAbHUM palMOHau3Mm 3acTaBiseT Bonu KONebaTLCA B Bompoce 
06 OObEKTHBHOM CYLIeCTBOBAHHM BpeMeHM M MpoctTpaHcTsBa, Tak Kak OH XOUeT 
PasPeCLUMTb STOT BOMPOC Pal\MOHAMCTHYECKH, B TO BPEMA KaK 9TO ,B CTpOKaii- 
WeM CMbICIe“ T. €. MATEMATHYECKUM CNOCOGOM HeBOsMO>KHO. /lelicTBUTe.IbHO, 
@OpPMANbHO MaTeMaTHYeCKH cnoco6 npuBeyeT K TeM 5KE pe3yJIbTaTaM, 
C4MTaeM MbI MpPOCTPaHCTBO JeEMCTBUTEIbHBIM HIN KaxyuIMMca. Ho Bos He 
3aACTPAJ B PALMOHAIMCTH4YeCKMX COMHEHMAX, a Cella iar BNepe K MaTepna- 
JIMCTHYECKOMY BO33PeHHIO, Tak Kak MO efO MHEHHIO COMHEBATbCA B OObEK- 
THMBHOM CYyLeCTBOBaHMM BPeMEHH UM MpOCTpaHCTBa O8Ha4aO Gb! ,, BbIMTH 3a BCAKUe 
npefenbi“, T. e. JepsKaTbCA HeEPpa3syMHOrO MUPOBOZs3peHMA. 

BOA MHTepecoBasicA MH OOULECTBEHHBIMM BOMIPOCaMH, OCOGeHHO K KOHL 
cBoew »KM3HH (1850—1855 rr.) cocTaBaaa mlaH pedpopm, KOTOpbIe KaszaINcb 
COBPeMEHHUKaM CJIMUIKOM KpavHMMH, fake Oe3syMHbIMM. OH fyMal O coaaHuH 
»Y4eHHA O Osare“, KOTOPOe cofepxaO Obl yTONM4ecKH-COUMaIMCTHYeCKy!O 
pedopmy oOujecTBa C OAHOM CTOpOHbI, a C Apyro aHWMKIONeAMIO HayK, Hamo- 
MMHatollyro wged KomtTa. On He 3aKOHYH ake CxeMy 9TOrO TPyfa, MbI 
MO)KEM BOCCTAHOBUTb erO COfeprKaHNe TOJIbKO M3 erO 3aMeETOK M U3 MHEHHA 
€rO COBPeMCHHUKOB. 

IlporpeccuBubii xapakTep nlaHOB OOUeECTBeEHHBIX pepopmM BoxU cocTroutT 
B TOM, 4TO OH 3aME€THJI HULUIETY, BOSHMKaIOllylO H3-3a KaCCOBOrO yrHeTeHHA, 
M OH He ObIT HaMepeH NO OObINaHM TOrO BPeMECHM OTJeaTbCA HaOO+KHBIMU 
(ppazsamu, OOeLWaHMAMM 3a C4eT NOTYCTOPOHHerO MUpa, a UCKa MeTOL JIA 
npeosomenua HuuleTH. Ilo ero MHeHMIO”® ,,OOLECTBO NOHO HUMLUIeTbI, HECYACTbA, 
HO OHO HE JOJDKHO ObITbh HEOOXOJMMO TaKOBbIM. C4aCTAMBbIM MOXKHO ObITb Uf 
Ha 3emJe.“ [naBHOw NMPMYnHOM HEC4ACTbA YeOBEYCCTBA ABJIACTCA MHIMBUyasIn3M 
HECKOJIBKMX JOC, KOTOPbIi OJDKEH ObITh 3aMeHeH COOIOMeHHEM OOLIMX MHTE- 
pecos. B ogHow 3ameTKe OH ropopuT:™ ,,...Me4abHO WM COMHUTEJIbHO... HO H 
onacHO ...CTPOMTb CBOE JIMYHOe C4aCTbe Ha OCHOBe YyrHeTeHHA [pyrHx. “ 
B mpyrom mecte on numer :* Het HuKakoro JIMYHOrO CYaCTbAH Oe3 C4aCTbA BCerO 
oOusectBa. “ 

Anour Boau Cuntal, YTO MpPOM3SBOCTBO ]0.DKHO MpOMCXO{MTb Ha Oa3e 
pacnpefenenua Tpyfa u CooOusa, a pacmpeseeHHA MPOMYKTOB OKHO MPOUCXO- 
WMTb Ha OCHOBe paBHompapua. Ilo ero MHeHMIO TaKOe COLMMAIMCTHYECKOe 
oOOulecTBO GyfeT CO3faBaTbCA MyTeM MOPaJIbHOrO BO3eMCTBMA, YyOOKMeHMA. 
»TObKO AyXOBHOe Hacwuine, T. e. yOexkeHHe, Nodesa U OOPOBObHOe Mpeocdpa- 
30BaHMe, BO3POXKeHHe MOrYT MpHBeCTH K Onary Mu HaeeMCA, YTO ele HO 2000 


33 J. BepouAzy, crp. 384. 
34 B orgeae pykonucei Bu6anotexu Benrepcxon Axamemuu Hayk. 
35 P, SrackeEL, T. 1, cTp. 188. 
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20 lr. Anewcna: Kn3Hb un pesitenbHocTh Anowa Boss 


roa — 63 BCAKMX, KOHE4HO, rpes HacTyNMT a9TOT 4ac.“ — MMIUeT OH B OMHOM 
nuceme. “ K ,O6pOBO.1bHOMY NpeOOpasoBaHnto“ NPMBOAMT MOZHAHUE HU OCBOECHHC 
»YuenuA O Glare“ JHOAbMM M HacTyMatoulee BCeL 3a STMM yJIy4IeHHe Ux 
HPaBOB, ,,GHAYMTEbHYIO 4YaCTb O.1ara COCTaBAAeT OCBOeHHe y4eHHA O Ozare, 
pyryto, He MeHee G.laropogHytO MW BbIAaIOLLyIOCA, CMOCOO %KM3HH, COOTBETCT- 
BYIOLH y4eHHio. “ 

Anouw Boan Obl CouMastucTOM yTOMMCTOM CO BCeEMM JOCTOMHCTBaMH MI 
HeyocTaTKamu yTonuctos. JlocrouHcTBO ero use O NpeoOpasoBaHun OOLUeCT- 
BEHHOFO CTPOA 3aKIONAeTCA B TOM, 4YTO OH XOYET MOJIOKUTh KOHEW 9KCMIOAa- 
Tau M KaCCOBOMy yrHeTeHHtO. UMeHHO nmoaTOMy ero pedopmaTopcKue ujen 
ABNAIOTCA MpOrpeccuBHbIMM. Ero HefOCTaTOK-HaMBHOCTb CJIeqCTBHe He3sHaHHs 
MATePHAJIbHbIX CHI, ONPeseAOLUMX ABMKeEHMe OOULecTBa. IIpH4unHa 9TOM HanB- 
HOCTH Ta Ke, 4TO M B Cily¥ae BCeX OCTAbHbIX YTOMMCTHYeCKUX pes: , ITO 
cpaHTacTu4eckoe OMMcaHHe OyfylerO OOLIeECTBA BOSHMKaeT B TO BpeMA, KOra 
mposeTapwaT elle HAXOAMTCA B OYCHb HEPpa3BHTOM COCTOAHMM M MpeCTaBAeT 
cede moaTOMy CBOe COOCTBEHHOE NO.JIOHKeHHE ele daHTaCTHYeCKH, OHO BO3HH- 
KaeT M3 MepBoro MCNOJHEHHOTO Mpe4yBCTBHA NMOPbIBa MpoMeTapvata K BCe- 
oOulemy MpeoOpasoBaHuto OOuecTBa® (Mapkc—OHrebC). 

Tpoumo 150 net co qHA pooKgeHnA AHOwa Bosau. 3a ato Bpema B Ben- 
rpuv vw B PyMbIHMM, re OH POAHJICA, MOA PyKOBOACTBOM NposieTapuata ocy- 
UI€CTBHJICA TOT MUP, B KOTOPOM HE€BO3MOXKHO ,,CTPOHTb CBOE JIMYHOE C4aCTbe 
Ha OCHOBe yrHeTeHHa“. B 3TOM HOBOM MHpe pOJIb HayKM MW yYeHOrO M3MeHH- 
JlaCb KOPeHHbIM OOpa3zom. Het OonbuIe TOM 3NOXH, B KOTOPON ,,rOCNOACTBOBAaIN 
Haj, TPYJALIMMCA HapOOM JOH MOKIOHAIOLUMECA 30.10TOMy TeseHKy u Gory- 
rpouly, Bepyrolulee TOJIbKO B HAJIMYHBIC JEHbPM M BCJIYLUMBAIOUMeCA TOKO B 
Mx Myabiky“.* Tam, re HapOf{bl B3AJIM BlaCTbh B CBOM PyKH, HayKa ABJIAeTCA OOLIMM 
WeOM Bcero Hapofa. Tam y4eHble TBOPAT He [JIA HECKOJIbKUX JOM, a IA BCerO 
Hapowa. BOAM CerofHA ye MpPHHaIEKHT BCeEMy MepeMOBOMy YeNOBeYeCTBY, 
B Cosetckom Corse maja AnmeHquKc, y HaC OH BbIlUe HegaBHoO. B Py- 
MBIHCKOH Hapognonw Pecny6suke yHuBepcutTeT HasBaH NO uMeHH AnOwa Bown, 
a y Hac B Cerepe ecTh MaTeMaTH4eCKM MHCTUTYT MU MATEMATHYECKOe OOLECTBO 
uMeHH Axnowa Bown. B Pympinnn TOpyKecTBeHHO OTMeYaIoT 150-y10 rosOBLIMHYy 
cO HA ero pookKeHua. Ero OCTWKEHHAMM 3HAKOMMTCA Halll paOouni KIacc nO 
JI€KUMAM, MPOUMTAHHbIM Ha 3aBOfax MH aOpHKAaX, MMJVIMOHbI TPyAALMxCA yBa- 
saroT ero. Tlepeq Hamu nosBiaetcA BOA, TaKMM KaK OH Obl B JeiCTBH- 
T€JIBHOCTH : HACTOALIMM Y4eHbIM, OOPOBLUMMCA 3a eNO MpaBAbl. Ou Opi BemH- 
KaHOM Cpe y4eHbix. On BCerfa MCKaJl NIpaBAy, Cy KAalllyioO B KOHEYHOM C¥eTe 
Beera TpyAAemyca Hapogy. A ocBo6oxeHHbIM Hapow 150 eT cnycta Bcno- 
MMHaeT C ropsyeH OOOBbIO CBOeETO MHOFOCTpasabHOrO TeHMaJIbHOrO CbIHa. 


36 B otgene pykonucei BuOnnorekn Beunrepcxon Axayemun Hayn. 
87 P. StAckeL, T. I, crp. 187. 


8 Orgea pykonuceit Bu6anorexn Benrepcxoit Axagemun Hayk. 


MEOJOPMYECKOE 3HAYEHHE TEOMETPYM BOAM—-JIOBAYEBCKOrO 
AJIb®PEA PEHbM (Byazanewrt), yaex-Kkoppecnongzent AH 


»--. WPUpOAy HeIb3H COBAaBaTb COr- 
1aCHO OpefaM, POoKMeHHbIM (paHTasnen, 
a HafO paCCMaTPHBaTb HCTHHY WIM CaMOe 
NpHpOAy PasyMHO HM eCTeCTBEHHO. “ 
(Anow Bosn) 


»Matepuarnctuyeckoe MupOROsspe- 
Hue O38Ha4aeT NPOCTO NOHMMaHHe MpH- 
POAbI TaKON, KAKOBAa OHA ECTb, 6€3 BCAKHX 
NOCTOPOHHHX NpnOap-enni.“ 

(PD. Durenpc) 


Bregeuue 


Orkppitue reometpun Bosu—JloGayerckoro ABIMeTCA OHM M3 CaMbIx 
BbIalOUMXCA COObITHM MCTOPHM MaTeMaTUHKH. Peub useT HE TO.IbKO O TOM, 4TO 
Ano Bosu u H. MU. Jlo6ayesckuv HesaBucumo pyr OT Apyra pewimsiM OfHy 
Ooee, YEM ABYXTbICAYEIIETHIOWN OCHOBHY!O NpoOsemy matTemaTuKu. Ucxoya u3 
TOrO TBepforo yOexKeHHA, YTO MHOFO OCNOpeHHad aKCMOMa MapaJiebHOCTU 
(V. noctyaT OBKIMfa) HE CCTb MOCJEACTBHE OCTAJIbHbIX aKCMOM OQBKJIMa, OHM 
co3jasIM Takylo reOMeTpHyecKy!oO CUuCTeMy, B KOTOPOM yka3aHHad akCHOMa He 
WevcTBUTebHa. Peyb ugeT He TOJbKO O TOM, 4TO ycmex UX MOMbITKM ABMJICA 
NOpasvTeJIbHbIM, Befb YCU.IMA MATeMATMKOB Oosee, 4eEM B TeYeHHE JBYX TbICAY 
jet, HaunHaa c Ilannycaullpoxaa yo Omapa Xasma, c Hacupeaqunna 
u Caxxepu u konyas JIamOepTom ux JlexxaHApOM, HanpaB.IAIMCb Ha TO, YTOOBI 
OKa3zaTb V. noctyaT OBKuga; Bosan vw JloOayeBckun Ke AOULIN AO COsqaHnA 
TOrO, YTO NOMbITKM 9TH HE YBeHYAJIMCb yCNeXOM NMOTOMY, 4TO YCMeIIHbIMA OHH 
M He MOrsM ObITb. HegoctaTOuHO TakoKe XAPaKTCPH30BaTb 3HAYEHME OTKPbITHH 
Bosu u Jlo6ayeBckoro yka3aHHeMm Ha TO, YTO OHO O3HAYAeT HOBY!O SIOXy B 
MCTOPHM FeOMETPUH MH Janke BCeM MaTemaTuKH. OTKppiTHe Boau u JloOaxeBcKoro 
MMEJIO 3HAY4eHHE HE TOJIbKO C TOUKM 3peHHA pasBuTHA MaTeMaTHKH. LleJbIO HaCcTO- 
auleroO fOKafa ABAAeTCA OCBeleHMe UeOMOrH4eCKOrO 3HAaYeHHA OTKPbITHA 
Bosau—JloGayescKoro, yka3aHue Ha TO, YTO 3THM OTKPbITHEM, KPOME MaTeMATHKH, 
No3HaHve MaTepMabHOro Mupa BOOSIE GObIIO NpoABMHyTO Brepex. YKaxy Ha 
TO, 4TO OTKpbITHe reomeTpun Boxu—JloOayesckoro ABU/OCb COObITHEM Oo.bUIeErO 


A. Penbu 


i) 
bo 


3Ha4eHUA HM C TOUKM 3peHHA Hay4YHOrO MaTePHa-IMCTH4eCKOFO MMPOBO33peHHA. 
Peometpua Boan—JloGayepckoro MO-HOBOMY OCBETH.Ia CIOHKHOE MMaJTEKTM4YECKOE 
OTHOLICHHE MATCMATMKM M ACMCTBUTE.IBHOCTH, Pa3rPOMH.1a UeJIbIM PA BEKOBbIX 
rpeapaccyAKOB, MHO7KECTBO LUMPOKO paclipOcTpaHeHHbIX HeMpaBHJIbHbIX HCaIMCTU- 
YeCKUX WIM MeTadpM3H4eCKHXx B3rIAOB. Bonpoc B3aMMOOTHOLUeCHHA MaTeMaTHKH 
MU J\eMCTBUTCJIBHOCTH B CBOIO O4epeAb MpeACTaBAeT M3 CeOA CYLIeECTBeEHHYytO 
npo6.lemy TeOPHH MOsHaHHA, 6€3 MpaBMbHOrO NOHHMaHMA KOTOPOM HeBO3- 
MOMKHO [IPaBH/IbHO OPMeHTMP@BaTbCA B XapakTepe M 3HAaYe€HHM Pe3yJIbTaTOB 
(u3sukH WM BOOOLLE TOYHbIX €CTECTBEHHbIX Hayk, padoTarollMx MaTeMaTH- 
4Ye€CKMMM MeToZaMH. B aTOM 3akHO4aeTCA MpH4nHa TOrO, MOYeMY OTKPbITHE 
HESBKJIMJOBOM TeOMETPUM MMEET CTOJIb OOMbUIOe MJeOJOTHYeCKOE 3HAYeHHe ; 
B 4M 3TO COCTONT, Mbl VM3JIO7KUM HWDKE. 

M3 toro, uto reometpva Bosu—JloOayepcKorO MMeeT HCKJIIOYMTE/IbHO 
OOJbINOe HACOOTHYECKOe BHAYEHHE, ECTECTBEHHO CJIeqyeT, 4TO 9TO OTKPbITHE 
He ABIACTCH Oe€3Pa3/IMYHbIM [Id pasBMTHA OOULeCTBa. OTO ObIIO ACHO 
camomy Bosu. B nepepaOotaHHom u3ganun AnmeHqMKCa Ha HEMEL|KOM AB3bIKe, 
CHeIaHHOM CamMuM Anowom Bosxn B 1832 rogy, B MOCeqHeM, 3HAYHTEIbHO 
OTIM4AaOLleMCA OT OPHrMHasIbHOrO JIaTMHCKOTO TeKcTta § 33, MbI 4MTAeM 
clelyoulme c.10Ba:' ,ABTOp yOe*KeH B TOM, 4YTO BbIACHeEHHEM. JaHHOrO 
mpeamMeta OblI CiesIaH OMH M3 CaMbIX Ba@KHbIX HM CaMbIX OJIECTALMX WaroB 
B HalpaBsleHuM NMOAIMHHOrO OOOrallleHHA HayKUH, OOpa3s0BaHHA YMOB HM, TaKHM 
oOpa30M, NposABMKeHHA BNepes YeTOBeYeCKOM CyAbObI.“ Het COMHeEHHA, 4TO B 
HACTOMINee BPeEMA HAM KaKETCH HEOObIKHOBECHHBIM, 4TO YYeHbIM OWeHHBaeT 
3HAYeHME COOCTBEHHbIX OTKPbITHM B TAKOM OTKPbITOH HM HAaMBHOK dbopme. Hecom- 
HeEHHO MH TO, YTO BCH XKM3Hb UM JeATeJbHOCTh BOM CPOpMHPOBAMCh Obl COBCeEM 
WHaYe, €CJIM Obl COBAa 9TM ObIIM HANMCaHbl HE MM, a erO COBPeMeHHMKaMH. 
Cueqyet, OfHaKO, OTMETUTb, YTO OWeHKA pesybTaTOR paboTH Anowa Boau B 
MPMBCCHHbIX BbILIe COBAX YYeHOrO BOBCe He MpeyBeJIM4YeHbI. Bac.lyxXKMBaeT 
BHAMAHHA UATMPOBaHHad dpa3sa uw MOTOMy, 4TO B He BbIPaKaeTCH OHA 
M3 XapakTepHbIX YePpT MMpOBO33peHHA Anouia Bosau: OH ObIN CTOPOH- 
HMKOM mpocsemmeHua XVIII Beka, yOexTeHHHIM pauHoHanuctom. Bprpaxenne B- 
aTOM (ppase O TOM, YTO OTKPbITHeE HEEBKIMAOBOM TeOMETPHH ObIO OMHUM H3 
CaMbIX BaKHbIX WM OJIECTALIMX WAarOB ,,B HalpaBleHve OOpa3s0BaHvA YyMOB H, 
TAKUM OOPa3zom, NpOABMKeEHUMA Bepes YeOBeY4eCKON cyqbObi“, OTpaxkaeT OCHOB- 
HOE MOJIOXKEHHE MUPOBOZ3PeHMA MPOCBELeHHA, COrMacCHO KOTOPOMY pa3BuTHe 
MBILIWICHHA ABJIACTCA PelaOWMM YCJIOBMEM HM PbI4arOM YeNOBeEYeCKOrO Mpo- 
rpecca. Sech MbIl BCTpeyaeMcA C TaKMM dKE B3rIAfOM, KaK y Pycco, a 3atem, 
6e3 MCKIOYeHHA, y BCex COLMaIMCTOB-yTonucToB, CormacHoO aTOMy B3rAsy, 
BNOJIHE JOCTATOYHO OObACHUTh JIOMAM, YTO CYLIECTBYIOWIMH OOLIECTBEHHBI 
CTpOH Hepa3yMHbIM, a TakKOKE M TO, KAKAM HMMeCHHO JOJDKHO ObITb Onaropa3- 


' Bolyai Farkas és Bolyai Janos geometriai vizsgalatai (usp. Stackel Pal), wactb 2 
(Budapest, 1914), ctp. 216. 
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YMHOe OOLIECTBO, YTOObI 9TO HeEMeIeHHO ocyulecTBu.10cb. AHhow Bosau- eume 
HE Be C AOCTATOYHOM ACHOCTBIO, KaK CBA3AH Mporpecc 4yerOBeYeCKOrO MbILL- 
I€HMA C OOLUECTBEHHBIM pasBuTHem. Emy He ObI10 aCHO, 4TO OopbOa mex 
HPOrpeccHBHbIM HM PeaKUMOHHbIM MMPOBO33PeHHAMM ABIACTCH TOLIbKO OJHOM 
M3 CTOPOH OOpbObl NporpeccuBHbIX MU PeaKUMOHHbIX OOMLECTBEHHbIX CH.1 K1aCCo- 
BOW OopbObl. Ognako, emy ObIN0 ACHO, 4TO Gopsch 3a Hay4Hyt0 HCTHHY, OH 
OMHOBPEMECHHO Ooperca M 3a YeOBeYeCKM Nporpecc H, 4TO NoGena, ORep- 
*KAHHaA B OOACTH HayKM, HENOCpeACTBEHHO MIM KOCBEHHO (paKTHYecCKH mMpo- 
ABuraeT Bnepex cyfbOy yeloBeyectBa. B simue Anowa Bosu, 150 aerue co 
AHA POKICHHA KOTOPOrO MBI Temepb OTMe4aeM, MBI HE TOIbKO yBarKaem 
reHHaJIbHOrO y4eHOrO, HO M YeJOBeKa, CO3HATEbHO M CMEO GOpoBeroca 3a 
4YeNOBE4eCKUM Mporpecc, 4eOBeKa, MOMHOCTbIO CO3HABLIeTO, 4TO, Oopsacb 3a 
Hay4HylO WCTHHY, OH OOpeTcA He 3a JIMYHYIO CJIaBy, WIM Ke 3a KaKOH-.1M60 
Apyrou AM4HBIM MHTepec, a 3a Nporpecc Bcero yenoBeyectBa. TlonumManue sToro 
NO-HOBOMY OCBeLIaeT MPMBeeHHbIe BbIWe C.10Ba Boa, UMTHPORAaHHbIe MHOIO 
JIA TOFO, YTOObI NOKA3aTb, HACKOJIbKO CaM BOaNM CO3sHaBasl UueOOru4ecKoe 
3HayeHHe CBOero OTKpbITHA. Ilo cyTu jena TO xke Camoe OTHOCHTCA UK H. VU. 
Jl0o6a4eBCKOMY, OTYETIIMBO 3HaBIUeMy, TO OH CO CBOeM HOBON ,, BOOOparKaemon “ 
reOMeTpveH HaHeC COKPYWIMTeIbHbIA yoap HempaBHIbHOM ujea-IMcTMYeCKON 
KaHTOBCKOM KOHUENUMM O BPOXKeHHOCTH NOHATHA AOCOMOTHOTO MpocTpancTBa. 
OTO MOKasbIBaroT Clefyroulne c.10Ba H. VW. Jlodauesckoro: ,.lepppie nonaTus, 
C KOTOPbIX Ha4MHaeTCA Kakad-HHOyb HayKa, JO/DKHbI ObITb ACHbI M MpHBeeHb! 
K CaMOMY MeHbIWeMy 4NCIy. Torga TObKO OHM MOFyT CYKUTb NPOYHbIM HI 
OCTATOYHbIM OCHOBaHMeM y4eHHA. Takve NOHATMA MpnMOOperTaloTca YYBCTBAMH, 
BPOHKCHHBIM — He JOJDKHO BepuTp. “* 

VU Tayccy Obin0 ACHO, KaKMM PelllarOllMM OKA3aTE/IbCTBOM — CJIYKUT 
oTKpbitue Anowa Bosan npotup ujeanuctuyeckor dusocopun Kanta. OO atom 
rOBOpAT ero HMKECeMyIoulNe CIOBa, HaNMCaHHbIe Papkawy box nocie yrenns 
Anneuaukca: ,MMeHHO HEBO3MO}KHOCTb TOPO, UYTOObI aNpHOpH pelllaTb MedKLY 
>» (9Bkaupopoii reometpueii) u S (runepOormyeckoli reomerpuel), AcHee BcerO 
yqokasbipaeT, 4TO KauT He Obl.1 MpaB yTBepKad, 4YTO MPOCTPaHCTBO AB.IAETCI 
MIMb opMOH Hamero cosepuaHHa. Ha Apyryt CTO.1b 9Ke CHIbHy!O MPH4HHy 
@ yKa3a B OMHOM U3 MOMX MA@JIEHbKUX padOT; B HeH Thi Havifellib, H3.10- 
SKEHHYIO Ha HECKOJIbKUX CTpaHMax, CYTb MOMX B3PIAAOB Ha MHMMbIC YHC.1a." 
B ctarse Taycca, Ha KOTOpylO OH 3feCb CCHILIaeTCA, Te OH 3aHMMaeTCsI 
HbIHE YMOTPeOJAEMbIM TEOMETPHYECKUM H300PaKeHHeEM KOMIVIEKCHbIX YHCe-1 HM 
CTPeMHTCA PasOrHaTb ,,TaiHylO Mpak“, CBASAaHHy!O C KOMIVIEKCHBIMH 4HC-1AMH, 
B MpMMeyanuu muleT cienyroujee: ,O6a 3aMeyaHHaA ObIIM CiellaHbI elle 
KaHTOM HM HeENOHATHO, 4TO BTOT uOCOW BbIfatollerocA yMa B NEPBOM. 3aMe- 


2H. MV. Jlo6auescknuii, Counnenus, tr. 1 (Tocrexnagat, 1946), erp. 186. 
3 Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio secunda, C. F. Gauss, Werke, 


Bd. 2 (Gottingen, 1863), crp. 177. 
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YaHMM flyMae€T BUYeTb OKAZATENbCTBO TOTO, 4TO MPOCTPaHCTBO €CTb TO-IbKO 
dbopMa Halmero BHelHerO CosepxKaHua, TOra Kak [pyroe 3aMe4aHHe Tak 
ACHO JOKA3bIBaeT MPOTMBONONIOHHOe, TO €CTb TO, 4YTO MpOCTpaHCTBO 
LOAKHO HM@€Tb HEZABUCHMOE OT HaUlerO COZEPUAHHA Pealb- 
HOe 3Ha4eHNe.” (YKasaHHble 3aMe€4aHHA OTHOCATCA K TOMY, 4TO Ha IJ10C- 
KOCTH Mbl MO)KEM MPOM3BO.IbHO BbIOMPaTb CHCTeEMy KOOPAMHAT, OfHAKO ee 
3apUKCHPOBaHNe MOKET NPOKZOUTH TOABKO B CBA3HM C MATePHAaJIbHOH eUCTBH- 
TEJIbHOCTbIO.) 

CuenyeT OTMeTHTb, 4TO Ha 9TO 3aMe4aHHe Taycca KpynHeMWwMM Mpopo.1- 
*KAaTeIb HEEBKIMAOBON reomeTpuu, B. PumManu TakKe CCbIJIaeTCA B CBO@M 3Ha- 
MeCHMTOM fOKJIaze.* 

Oxka3biBaeTCa, 4TO COBHAHHE MEOJIOFM4YeCKOFO 3HAYEHHA, PEBOJIIOWMOHHOLO 
MATePMaIMCTHYECKOFO COMeprKAHHA HEEBKIMJOBOM FEOMETPHM C.J1yxKHJIM OCHOBHOM 
MPU4nHHOM TOFO, 4YTO 3acTaBu.IO OCTOpOKHOrO Taycca Brogsbl rocnoycTBa peakUHH 
BO3JePKATbCA OT ONYOJMKOBAHUA CBOMX MbICIeM, KacatoulMxca avTorO. TO, 4TO 
Taycc Tak BO3sepxKasIca OT OTKPbITOFO NpusHaHHA 3acyr BOoAU OObACHHeETCH UH 
TeM, UTO B HEM HeMOCTABaIO CMEJIOCTH PeLUMTeIbHO BbICTYMMTb Ha CTOPOHe 
Box mpoTue rocnopcTBopalilero B TO BpeMA HMfeaMMCTHYeCKOrO BSriaya, He- 
CMOTpA Ha TO, 4TO OH Obl yOeXK eH B HEMPaBHJIbHOCTH MeaJIMCTHYeCKUX KOH- 
uenuun Kanta. KoneyHo, KanHta MO%KHO KPHTMKOBaTb HM CmpaBa UM Clea. 
Hanpumep, Kavta nogpeprasin KpHTHKe HM NO3KTHBUCTHI. B cBa3v C 3THM HEOO- 
XOAMMO NoqYepKHyTb, YTO Bown uw JloOaueBcKud, TakoKe Kak HT aycc, KPUTHKO- 
Baim Kanta c mo3snunm Mmatepvau3ma ,OcToposkHocth* Taycca, OTKa3 OT 
OTKPbITOrO BbICTYMI€HHA Ha CTOPOHE OTKpbITHA BoOsAKM MOKET NOABEPrHyTbCs 
3aKOHHOH KpuTuKe. B TO >ke BPEMA OFPOMHOe *3HAYEHHE MMeET TOT GbakT, TO 
OMMH M3 KpynHemiinx MatTemaTuKOB XIX B. (B CBOe BPeMA e€fO HasblBaJiit 
»KOPOJIEM MaTEMATHKOB“) B [\pyrHXx CJly4adX 3aHHMa.I TakylO TBepAytO NOSHLMIO 
MpOTHB KaHTOBCKOM MeaIMCTHYECKOM KOHUENUMH O MpOcTpaHcTBe, Ha CTOPOHe 
MaTepuaJIMCTHYeCKOH KOHUWeNUMK. KakeTcad, 4YTO OH Kpemy¥e CTOAJ Ha CBOUX 
HOrax B OOACTH KOMMJIEKCHBIX YHCes M CHHTAT CBO MOSHUMIO JIer4ue OTCTaHBa- 
eMOH, 4EM B HEEBKJIMAOBOM reOMeTPHH, re EMY MPUXOANAOCh Obl GOPOTHCB He 
TONbKO C MACAMCTHYECKUMH B3PIAAMH, OTHOCHILMMMCA K MpOCTpaHcTBy, HO HM 
C YKOPeCHMBUIMMMCHA B TeEYeHHEe [[BYX TbICAY JET MpespaccysAKaMM MATEMATHKOB. 
Yuntbibad OCTOpoKHy!O MO3HuMIO Taycca, Mbl C elle OOAbUIMM yBaxKeHMeM 
OJDKHbE CMOTPeTb Ha CMe0€ H PeLIHTebHOe BbICTyMIeHHe Boanu u Jlo6a- 
4YeBCKOFO. 

/Lia Toro, 4TOGbI NOHATh useOMOrMYecKOe 3HaYeHHe reometpun Bosxu— 
Jlo6a4eBcKOro MbI OJDKHbI paCCMOTpeTb BOMpOC B UCTOPMYeCcKOM Mane. Peomert- 
pus, KaK M BCE ApyrMe OTPacsM HayKM, C MOMEHTA €€ CYLILECTBOBaHHA ABAeTCH 
apeHOK OopbObl MexKy MpOrpecCHBHbIM M PeaKUMOHHbIM MMPOBO33peHHAMN, 


4 B. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen Ges. 
Math. Werke (Leipzig, 1876), crp. 255. 
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MOKIY MaTepHasIM3MOM M Meau3mom. TIloatoMy MbI npexkie BCero /OJDKHbI 
3AHATbCA BONPOCOM OOpbObl MeX*KAy MaTepMaMCTMYeCKMM M UjealucTHYeCKUM 
MMPOBO33peHHAMM B TeOMeTPMM, HayMHad C JBKAMAa BNAOTh AO Hayana 


XIX B., a 3aTeM 3a/iMeMCaA BONPOCOM 06 umeOsOrHYeCKOM 3Ha4eHHH reomeTpun 
Be lors beexoro: 


1. Bopb6a Matepuaauctnuyeckux uw umeanuctu4uecKux 
B3rIAQROB B reOMETPUU 


Teometpus, Kak M BCe [pyre pasqesbl MATeMATHKH M ECTECTBEHHBIX HayK, 
BOSHUKJ1a Tak, YTO Ha OMpefeIeHHOM sTane pa3sBuTHA OOUIECTBA JIOAM CTpemu- 
JIMCh YOBJETBOPUTh C €€ NOMOLIbIO NOTPEOHOCTH, MPebABIEHHbIE MpOU3BOI- 
cTBoM. Takwe noTpeOHocTw Bo3sHuKIM ene 2000 ner oO Hamer apbI B ApeBHen 
Bapuionuu u Erunte, B CBA3M C CTPONTeIBCTBOM, H3MePeHHeM 3eMELIb, HM 
M3MepeHHeM eMKOCTeH Nocys. B Hayate OHM JOBObCTBOBAJIMCh HEKOTOPbIMH HETOU- 
HBIMM NpakTH4eCKMMU MpaBuslaMu, PeuentaMHu, Tak, HaNpMMep, 3a MIOWLab Kpyra 
OHM TPWKbI Opa KBaspaT paguyca. U3 Bapunonnu u Erunta octasvcb TO1bKO 
COOPHUKH MpakTuyeckux 3agay. V3 Hux MbI BUAMM, 4TO OHM 3HAaIM YE MHOFO 
MPaBUJIbHbIX Pe3y/IbTaATOB, HaNPMMep, (POPMyJIbl OObeEMA MPH3MbI VM IIMpaMusbl, 
HO OHM UX HE JOKA3bIBaJIM, a PaCCMATPMBaAIM Kak M30JIMPOBAHHbIe OMbIT- 
Hble dbaktbi. PasBuTue oOulecTBa, mpexkye BCeroO pasBuTue pemec.la M TOPrOB.In, 
B CBA3H C 9TMM pa3sBUTHe MOPerIaBaHvA, 4TO B CBOIO OYepesb TpedoBa.10 
OPHeHTHPOBKM Ha MOpe, BCIeEACTBMe 4YeroO M pasBUTMUA ACTPOHOMHU, M3rOTOB- 
JIGHMs MepBbIX reorpaduyeckux KapT MU T. 7, NMpuBeO K TOMY, U4TO 9TH 
OMbITHbIE NPaBMsla CTAHOBUJINCh HEYOBJIETBOPUTEJIbHBIMH, HYXKHbI ObIM OovIee 
WOCTOBEpHble, CUCTeMaTMYeCKHe, NOrM4eckM OOee CBAZAHHbIE TeOMeTPU4eCKHe 
3HaHMA. Tak BO3HMKJIa reOMeTpux, Kak Hayka, B Tpeuun (B VI—V Bs.) J0 
H. 9. Y MepBbix mpescTaBuTesen reOMeTpHM 93TH HeEMOCPeCTBeHHbIe BJIMAHMA 
eule sCHO OlyTuMbl. Bot movemMy MX B3rJIAbI — Kak, HalpMMep, B3l-1A[bl 
@Maneca — BOCHOBHOM ObLIM MaTepuaMcTM4ecKkuMN. XapakTepHOK YepTOH rpe- 
YeCKOM MATeMATHKU, ABJIACTCA TO, UTO OHA HE OCTAHABMBAeTCA Ha OMbITe, a MULLET 
CBAzeM; GOee COKHbIE TEOPeEMbI CTAPaeTCA CBECTM K TIPOCTbIM, OOLEH3BECTHbIM 
TeOPeMaM, 3HAYMT BOSHMKAET MATeEMATHY4eCKOe JOKaszaTebCTBO. [epBbim cucremMaTH- 
YeCKUM Y4eOHUK reOMeTPHN OI HaNMcaH XMOCCKMM MnmOKpaTOM B KOHUE V. B. 
0 H. 9. PaspuTue rpesecKOW MaTeMaTHKM TECHO CBAZAHO C pasBUTHEM rperecKoro 
MBILIVICHHA, Tpexeckoi dusocopuu: MaTeMaTM4eCKNe 3HAHMA MOUTH HU B KaKOM 
pyrou mepvox He COCTABJAM CTOJb OpraHM4eckylo YaCTb MbILIIeHMA, Ky.Tb- 
TYpbI Kak B JpeBHerpeyecKON KyJIbType. 

YrayOnstoujatca, ullyujad Oomee rayOoKux NPM4UH SBIeHM, TeHAeHUMA 
rpeveckoh busocodun, AMCKYCCMOHHDIM MeTOA, pasBepHYBUIMMCA MOL BAMAHHeEM 
rpeyeckoi OOLeCTBEHHOM KUSH, IOpMAM4eCKOH uM MOJMTHYECKON = dKH3HH, 
MCKYCCTBO CO(MCTOB apryMeHTHPOBaTh — AMaJIeKTHKA B MePBOHAYA/IbHOM, 
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y3KOM CMbICI€ 9TOTO COBa — HECOMHEHHO ABAACTCA PeillalollMM HCTOMHUKOM 
Hay4HOrO MeTOMa TpeyecKOH MaTeMATMKM, HIMYLUeM TOYHbIX AOKASATE-IbCTB, M 
TEM CAMbIM ABIACTCA M HMCTOUHHKOM ee cHIbl. B TO xke BpeMA B rpeyecKon 
(pHIOCOMM B MpOTMBOBEC HavaJbHbIM MaTePMaJIMCTHYCCKUM Te4eHHAM Bee 
Gosmee mpeoOaqaeT ufeatucruyeckoe TeYeHHe, OCTHrUIee CBOeH HaMBbICLUeH 
TOUKH B IMUe IlnwaTOHa. ITO TeYeHHe OKaza/IO BPeHOe BIMAHHE Ha TeOMeTPHW, 
TOpMo3uB ee pasBuTue. Vi []aTon, uw ero yYeHMKM OTJe.1A-1M TEOMCTPHIO, Kak 
HayKy [OKa3aTeIbCTB, OT apHdpMeTMKH (MO TepMMHOOTMM TOrO BpeMeHH — 
»IOPMCTHKM“), KaK OT HM3KMX pacyeTOB TOproBleB M pados, He OCTOHHbIX 
(pus0codos, HM TeM CaMbIM OHH BMepBble NMOCTPOWIM UCKYCCTBeHHY!O CTeHY 
M@Ky MATeMaTHKOM M ee MpakTH4YeCKHM MpuMeHeHHeM. OaHOBpeMeHHO OHM 
MCKJIOUWJIM M3 TeOMETPHM LeJbIA pa MmpoOem, paspeweHve KOTOPbIxX MOFJIO 
Obl faTb HOBbIM TOTYOK ee pasBuTHIO (HaNpuMmep, 3agqa4y yABoeHuaA KyOa, 
mpo6semy tTpucekumm yrsia u T. 2). Boshukaa muctuka uncer (Iludarop), 
a TalOKe BO3HMK JIOKHbIM Bara, CaMbIM PeLUMTebHbIM MpeCTaBMTeeM 
KoToporo Obit IlaaToH, O TOM, 4YTO MaTeMaTH4eCKHeE 3HaHHA 4eOBEYeCTBO 
mpuoOperaeT He M3 ONbITa, a OHM ABJAHOTCA BPOOKCHHDIMM HM YeJIOBEK JIMILUb 
»BCNOMMHaeT* TO, 4TO pas yxKE Buse B ,MMpe uyen“. Ecnn OawKe nox,ovTu 
K 3TOMY JIMLICHHOMY BCAKOFO OObEKTMBHOFO OCHOBAHMA BSrIALy, e€rO TEHACHLMA 
CTaHeT ACHOM: uNOcoOd, reOMeTp HE JOJDKHbI H3y4aTb JeMCTBUTEIbHOCTh, a 
JOJDKHbI M€YTaTb, BCNOMMHATb ,MMp use“. Tem CaMbIM M1aTOHH3M B TeOMeT- 
PUM CTaHOBUTCA TOPMO30M pasBuTHA. TIpoTuB MseaIMCTHYeCKMX BSPIAOB 
I]1atoHa u — joOaBum euje — Kata HanpaBleHo riyOoKO MaTepHasMcTH- 
yecKkoe BbICKa3sbIBaHHe boxuv, kKoTOpoe A BbIOPaN snurpadom HacTosuero 
qokaya. 

Ileppoe Han6ouee MOMHOe, CHCTeMATHYeCKOe M3IO7%KEHHE FpeyecKou reo- 
MeTPHH, MOMbITOKMBAIOLeCe Pe3y.IbTaTbI MHOFOBEKOBOFO pasBUTHA rpe4recKon 
MaTeMATHKH, MpHHawiekuT OBKINAy, B Ill B. go H. 9. Tp cronerua fo 
HawleH 9pbl ObWIM mepHOMOM HeCOMHEHHOFO paciBpeTa rpeyecKow Mare- 
MaTHKH; B 9TO BpeMA WeHTPOM MATeMATHYeCKOH KM3HH ObLI ropog Ajnek- 
canfpua. Tpy, OBKANa B TeYeHHe fByX TbICAY eT Obi ,,OnOmMen“ 
reOMETPHM, COMePKAHME KOTOPOH TOJIbKO KOMMEHTHPOBAIOCb, NONOJIHAIOCb, HO 
ee He NMpeBsOWWIM M CYMTAIM MeTOAOIOrH4eCKHM OOpa3zuomM. Tpya IBKAnga 
BepHO OTPaKaeT M CHJIY, MH CaOOCTh, M OrpaHM4eHHOCTh rpeyecKO MaTe- 
MaTHKM, a TaWKeE OTPAKaeT OOPbOy MEXKyY MATePHaJIMCTHYeCKMM MU UeaMcTU- 
4YeCKMM B3PJIaaMM B OOJaCcTH reomMeTpun. AxusIeCOBOM NATOM rpeyecKoi MaTe- 
MATHKH ABKIOCb OTCYTCTBUC MOHATMA MpPaUMOHANbHOrO 4MCAa, Ha YTO yKa3a.l 
A. H. KoamMoropos B cBoet cratbe ,Matematuka“ Bp Bospnuioi Copercxoi 
FnunKonequu. Ppeveckue reomerpbl OTKPbLIM, YTO ECTh HECOMSMEPUMBIe paccTo- 
AHMA, HO BBMJy TOrO, 4YTO OHM 3HaJIM TOJIbKO LWeble U APOOHbIe 4MCcsIa, U3 
3TOrO OHM CfeaJIM BbIBOA, YTO B TEOMETPHH HEBO3MOXKHO paboTaTb 4ncaMy, 
M OTMCIMIM reOMeTPHIO OT apudMeTHKK (00 aHasu3e B 3TO BPeMA elle HeAb3A 
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FOBOPHTb, HECMOTpA Ha TO, YTO — Kak faible yKaxkem — Apxumeg yore 
SHAT HEKOTOPbIe 9.IEMEHTbI MCYMCIEHHA OeCKOHeEYHO MaJbIx). TlomHOCTbIO ata 
CTeHa ObI-1a paspyiuiena TOALKO /lekapTom. VmeHHo B 9TOM uM CocTONT OrpoM- 
HO€ SHAYEHHE CO3IAHMA AHAIMTH4YeCKOH TeomMeTpun. MxHoroyncrennble GypKya3- 
HbIe ACTOPHKH-MaTeMaTHKH, BTOM 4ncIe KaHtop, SenTeHu spyrue, onupasch 
Ha OHO M3 BbICKA3bIBAHMM HeOMIaTOHHCTa [1poK.a, 6oNee uM MeHee TeHJeH- 
WMO3HO OTCTANBalOT TaKy!O NO3MUMO, AKOOB! OBKJIMA Obl maTOHMCTOM. OTOT 
Bsriayl WB CCCP sinuib B MOCcNemHee Bpewa OcnapuBaetca UM nojBepraetcs 
Kputuke. B. H. Mosioqiumm u A. E. Maiictpos® ykasanu Ha 70, TO DBKANA 
B OCHOBHOM ObI-1 CTOPOHHHKOM ApucToTeJiA, KOTOpHIM, Kak yKasan B. U. 
JleHMH,® B 9TOM BOMpOCe 3aHAJI MaTepMaJIMCTMY4eCKyIO MOSMIMIO, XOTA MH He 
BbIep7Kall NOCEMOBATEIbHO ITOK TOYKM 3peHHs. 

Mue kKaskeTCH, 4TO He OYAET JIMIMHUM KPaTKO U3JIOXKUTb OCHOBHbIC BbIBOJbI 
gTou uckyccun. M. A. BerrogcKkun’ apryMeHtuponas TeM, YTO OBKIM B ,Oue- 
MeHTaXx“ OTKA3bIBAe€TCH OT yNOTpeO.JleHHA 4MCeN, BCJIEACTBHe 4erO HM He 3aHUMa- 
€TCH NpPMMeHeHHAMU reomeTpun. Ilo MHeHHMIO BhirogcKoro, 3TO ABIACTCA pesyJIb- 
TaToM BAMAHMA TsaroHa. Mononuimu wn MaticTposB paccmMaTpMBawT 93TO Kak 
pe3y-IbTaT OTCYTCTBMA MOHATHA UppalMOHAJIbHbIX 4NCe (YNOMAHYTHIM BbILe 
HefOCTaTOK rpeveCKOM MATeEMATHKM) UM YKa3bIBaloT Ha TO, 4TO ApucToTe.sib 
yTBepKasl, 4fO CBOM MOHATHA TeEOMeTPHA OTBIIeKAeT U3 MaTeEPHaIbHOrO MuUpa. 
B caa3sn c atumM Apuctotesab nucar: ,.Ipumepom cayxuT TO paccmoTpeHne, 
KOTOPpOMy MaTeMATHK MOBepraeT OObEKTHI, MOJIYYeHHbIE MOCPeACTBOM OTBJIC- 
yeHua. OH MpOU3BOAMT 9TO PaCCMOTPeHME BCIVIOUIb YCTPaHMBLIM BCe 4YYyBCT- 
BeEHHbI€ CBOMCTKA, HaNpuMep, THKECTb UM JIEPKOCTb, DKECTKOCTb HM MpOTHBONO- 
JOHKHOE eH, jlalee, TEML1I0 MH XOJION, M BCE OCTAJIbHbIe YYBCTBEHHbIE MPOTUBOJIOXK- 
HOCTH, a COXPaHHeT TOJIbKO KOJIMYeCTREHHY!O OMpeseseHHOCTh M HeMpepbiB- 
HOCTb. “ ® 

Takum o6pas0M, pe4b useT-06 OrpaHH4eHHOCTM flaHHOH 9MOXH, a HE O 
BIMAHMM WleasIMcTM4eCcKON pusocodun, B YacTHOcTH IlnaroHa. Mon0,quun 4 
MaiicTpoB yka3biBatoT, YTO OBK IU/L 3AHMMAJICA MCKJIOYMTEJIbHO TAKMMM FeOMeT- 
PU4eCKMMU (pHrypaMM, KOTOPbIeE MOFYT ObITb CKOHCTpyupoBakbl, HM OOpalilaeT 
O4eHb GOLIbIIOe BHUMAHHe Ha 9TH KOHCTPyKI[MM. ITO paccmaTpuBaeTCA, Kak 
OKa3ZaTeJIbCTBO ero MaTepMaIMCTMYeCKOFO BarAsa. 

B pamkax HacTosillero OK1a{a HET BO3MO)KHOCTH O3HAKOMMTb CJlyWaTesen 
¢ MOMPOOHOCTAMM STON AMCKYCCMM, >KENAIO JIMUIb CeaTb [Ba CyLIeCTBEHHbIXx 


5 Acropnko-maTemaTuyeckue uccreqoxanua (Toctexusgar 1949), Bein. II, cp. 499—507. 

6 Cm. 3sameyanna B. WM. Jlennna na .Mertadusnxy Apnctotena. ,Kaura 13, ra. 3 
paspeuiaet 9TH TPyAHOCTH MpeBOCXOAHO, OTYETIMRO, HCHO, MATE PHAAUCTHYECK IH, 
(Marematnka 4 Apyrue HaykKH aOcTparMpyloT OfHy HS CTOPOH Tena, ABICHHH, wusHn.) Ho 
anTrop HC BHIAeE Pp XUN KAT MOCICAOKATCAbHO aTon tTouKn 3penus® — B. MU. Jleuwn, 
,aametkn Ha Metadusucy Apucroteaa“, 1934, crp. 15. : 

7 Acropuko-maTematuyeckne ucc.1e10KaHII (Pocrexnsaar, 1949), Brin. I, erp. 217—295. 

8 Meradbusnca Apuctotena (1934). cro. 185—186 
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BhiBOma. Bo neppbix: jake Gypskya3Hble MCTOPAKM-MaTeMaTHKM HE MOLYT 
OcnopuTb Toro, 4TO eM WM MeTOAbI Tpyqa OBKAMMa He MOryT ObITb SACHO 
NOHATHI 6e3 aHalusa dusocopcKux BarAoB IeKufa. He nosiexKuT CcoM- 
HeHHIO TOT (pakT, 4TO SOpbOa MeMKy MAaTePHaJIMCTHYeECKMM MV HeaIMCTHYeCKMM 
B3rlaaMu Ia MB OOJACTH TeOMeTpuM, B KpawHeM CJly4ae CNOPHO JIMIUIb TO, 
KakoBa Oblla NosMuMa camoro OBKAMga. Bo-BTOpbix: BbILIeECKasaHHOe OKa- 
3bIBaeT, UTO XOTA B Tpy€ OBKAM a M 3aMeTHO BJIMAHMEe KaK MATePHaJIMCTHYECKON, 
Tak MU MeaMcTHyecKOn dbusocodun, BCe-Ke BIMAHME MaTepMasIMCTHYeCKOrO 
Bariala HEOTIeIMMO OT WEHHOCTeH BeMKOFO Tpyqa DBKIMAa, B TO BpemMA, KaK 
BIMAHMe MWeaIu3Ma — eCJIM OHO B M3BECTHOM Mepe HM NMPOABHIOCb B Tpyse 
IBKAuga — ero orpannunso. Upeanuctuyeckan puslocodua B rpeyecKou MaTe- 
MaTUKe B LeJIOM, ABIAIACb TOPMO30M Mporpecca. 

C stow TOUKM 3peHHA MHTepeCHO PpacCMOTPeTb TPysbI BeIMYaHero rpe- 
yeckoro MaTemaTHka ApxuMesa. Kak u3pecTHo, APXHUMEJ JOCTHT YAMBUTEJIbHBIX 
pe3yJIbTaTOB B TEOMETPHM, MPeB3OMJeHHbIX TOKO NOJITOPa THICAY eT CNyCTA. 
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atie Eh 
lad CerMeHTa Napadoubl, OObeMa lWapa M NapadoOKAa, NOBeEPXHOCTH Napa, 
IeHTpa TAKECTH Pa3HbIX Tel, OTKPbITHEM HAMMECHOBaHHOH MO ero MMEHH CnMpasin 
u T. 0., APXUME paspeluMs Takne 3afa4un, KOTOPHIe JOKa3bIBalOT, 4TO y HeTO 
YRE UMEJIMCh 3apOMbIIIM MCYHMCIEHMA OeCKOHEYHO MaJIBIX, B 4YaCTHOCTH MHTer- 
paJIbHOrO MC4uCeHHA. CBO MBICJIM OO MCHMCEHUMM O€CKOHEYHO MasibIx APXUMEL 
He C4MTaJI TOUHBIM MeTOJOM, a X9YPHCTHYeCKHM MPHHUKNOM, MU Ob B NOJHOM 
CO3HAHMM TOFO, YTO OHM B KOPHE MpOTHBOPedaT FOCNOACTBOBABLIMM B TO BpeMA 
B3rlAaM Ha reometpuio. CBOH pesy/IbTaTbI OH BMOCJEACTBMM JOKa3a/I MeTOJOM 
»4cuepnanusa.“ Ha camom pee Metro, ApXuMe sla, KacaroulMiica ucuncIeHMA Gec-— 
KOHE4YHO MAaJIbIX, C OMHOM CTOPOHbI OCHOBbIBaICH Ha Me€XAHH4eCKUX COOOparKe- 
HMAX, a C [PyrOM CTOPOHbI OTPaxKaeT BJIMAHHE ATOMMCTHYECKON TEOPHK rTpe4ecKUx 
MaTepHaJIMCTOB, NOCKOJIbKY TeJ1a OH PasJiarasl Ha OECKOHEYHO MaJIbIe ,, MIaCTHHKH “, 
NIOCKHE PUurypbI KE HA OECKOHEHHO MAJIBIC ,,1aIOUKK“; 3TO, OMHAKO, NPOTMBOPe- 
4HNO FOCNOACTBOBABLUEMY TOFa B TPEYeCKOM MATEMATHKE HanpaBJieHHtO, HAXOAMB- 
INeMyCH NOM BIMAHMEM Mjeatuama. CBoux 3aMeyaTeJIbHbIX ycnexon Apxumeyl 
hocTur B OopbOe C BAMAHHeEM MfeaIM3Ma, ONMpaich Ha MaTepMasMcTMYecKoe 
MMpoBos3peHHe. APXUMEl Obl PEBOJIOUMOHEPOM HE TOJIbKO B MATeMATHKe, HO 
AH B OONACTH MpHMeCHEHHA MATeMATHKM: APXMMeOB BHHT, efO 3HAMCHUTHIC 
METATCJIbHbI€ MALUMHbI, MOMOraBLMe MpH OGoOpoHe ropona Cupaky3pl, ero 
OTKPbITHA B CBASM C CTAOMJIbHOCTbIO MIaBaIOUIMX Te MT. J. — BCe 93TO CBUe- 
TeIbCTBYe€T O TOM, 4TO APXMMEf HE CHMTAJI YHMSMTEbHbIM, paOcKUM TPy]OM 
CTABUTb CBO MATEMATHY4ECKHE 3HAHHA Ha CAyxKOy npakTuKe. C ato TOUKU 3peHHA 
O4€Hb MHTepecHO MHCbMO APXxuMefa DpaToceny, riaBHoMy mpescTaBuTesto 
,OPUUKATbHOK MaTeMaTHKH, OTKpHITOe Mb B 1906 r. B stom muchMme 


Huse M BbICIUeM OWEHKOM YMCA <6 | ae Oe , ONpeeseHveM M10- 
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ropoputcs”: ,, Tak Kak @ yoKe FOBOPH, YTO CUTalO TEOA YYEHDIM Hi BbINAIOULMMCH 
(UAOCOOM, ... A CUMTAIO WEECOOOPasHbIM U31OKUTb H OCBETUTh Te6e B aTO!i 
KHMre TOT OCOObIM MeTOA, NPM MOMOUIM KOTOPOrO A NOyUNs BaMeuaTe.1bHOe 
BCNOMOraTeJIbHOe CPeACTBO JIA MCCEAOBAHHA C MOMOLULbIO MCXAHUKM M3BCCTHbIX 
MaTeMaTHYeCKUX MpoOsem. A rayOoko yBepeH, 4TO 3TO CpeACTBO OKAKETCA He 
MeHee MO€3HbIM [VIX MOKAZATeIbCTBA TeOPeM: MHOFHe (pakTbl CTaJIM [WIA 
MCHA ACHBIMM MMCHHO MyTeEM M€XAHMYeCKUX COOOPaKeHHM, HO 3aTeM A C4eLI 
HEOOXOAMMbIM [OKa3aTb MUX MU TeOMETPHYeCKM, Tak Kak YyKa3aHHbIii MeTOR He 
WaeT CTporux fOKaszaTebCTB. OgHako, ACHO, 4YTO sIer4e HaliTH CTporoe OKa3a- 
TEJIbCTBO TOra, KOra C NOMOLIbIO yKasaHHOrO (MexaHMYecKorO) cnocoba MbI 
NOJYYWIM OMpPeseeHHy!O OPHEHTHPOBKy B yKa3aHHOM BONMpPOce, H@ KEIM HaliTu 
TaKO€ JOKA3aTEIbCTBO 6€3 TakOii MNpeBapuTeJIbHOK OpHeHTupoBKH. Bot noyemy 
B OTHOWWCHHM TeOpeM, OKA3aHHbIX BMepBbIe DBAOKCEM, TO eCTb, YTO KOHYC 
COCTaBJIAeT OMHY TPeTb WMJIMHpa, MMerOUerO PaBHy!O C HUM OCHOBY HM BbICOTY 
M TOYHO Tak KE, MMPaMUa COCTABIACT OMHY TPeTb COOTBETCTBYIOIEN eM Mpu3- 
MbI, (APXUMEJ 39eCb TOBOPUT 06 OObEME), HE Macly10 pOlb ChIrpan JlemMOK put, 
BMepBble yCTaHOBUBLUMH 3TH TeOpeMbI 6e3 CTporux AOKaszaTerscTB.. JlemoKpuT 
ObIJI CaMbIM BbIJaIOWIMMCA NpesAcTaBuTesem rpeyeckoroO MaTepnasM3Ma, CO3Ha- 
TeJIbHO MPHMCHABLUMK CBOIO aTOMHYytO TeOputo K reOMeTPUN, NpH4eM, 0 CIOBaM 
ApxuMega, Cc Oo/1buIMM ycnexom. Yuennn /leMOKpUTa Obl ,,OOMKOTUPOBAaHbI “ 
Tpe4vecKMM UleaJIM3MOM MU, TAKUM OOpa3z0M, OHM BO BpemaA ApxuMe ja Oblin MeHee 
U3BECTHBI, 2 ATOMMCTMYECKMM BPA ero Obl] OLeHeEH OMUMaIbHOM rpeyecKoll 
cpusocoduew Kak HeHay4HbIM. Kak I]natou, tak uv ApucToTedb KaTeropu- 
4YeCKU YTBEP)KJaJIN, 4TO BBEeCHNe ATOMHbIX COOOPaKeHHH MpOTMBOPeYHT OCHOB- 
HbIM YYeHHAM TeOMETPHH, COraCHO KOTOpOMy BCAKOe TeO HeOrpaHN4YeHHO 
jenumo. Buguo, 4TO 9TO AManeKTMYeCKOe MpoTHBOpeyve — OCBELIEHHOe, HO 
Bce elle He MpeosoOseHHOe pes3ybTaTamMm du3snuku XX Beka, mpoTuBopeyne 
Me@xKY J@MMbIM MU HEJEMMBIM, MEKAY MOCTOAHHOM KM KOpPMyCKyJIApHOM KOH- 
WenUMAMM MaTepHu — ObLIO OMHUM M3 OCHOBHBIX PbI4YarOB PasBUTHA ele B 
rpeyeckoii MatematuKe. APXMME], ObII PEBOOUMOHEPOM B rpesecKo mare- 
MaTHKe, CMeJIO GOPOBLIMMCA C FOCNOACTBYIOLMM WeEaIMCTHYeCKMM B3rIAOM M 
BbICKa3bIBaBLUMMCA Ha CTOPOHE MaTepMaJIM3Ma, ONMPaACh Ha CBOM 3aMe4UATECJIb- 
Hbl€ JOCTHKEHMA. 

Bpuuenpupesenuble copa APXUMEe fa MCKIIOMMTEbHO MOYYMTCJbHbI XOTH 
Obl M NOTOMy, 4TO OHM AOKA3bIBaIOT TO, 4TO elle OOee OTHOCUTCA K MaTeEMAaTH- 
YeCKUM MCCIEMOBAaHHAM COBPe€MEHHOCTH: MaTeMATHKM, KOra OHH MULYT HOBbIX 
nyTeu, mpHoOpetaiwT cede MepBy!o OpMeHTMPOBKy He TOMHbIMM METOMAMH, a 
HarAJHbIMM COOOpaxKeHHAmMH. TakuM OOpa30M, OHM BO3BpalllaloTca K MaTe- 
PHabHbIM OCHOBAM“MATeEMATHKM M TOJbKO MOCe 9ITOTO OObIKHOBEHHO npouc- 
XOMMT TOYHOe JOKaszaTebCTBO. Bo u30exKaHMe BCAKHX HEMOPasyMeHUM: 3TO 


9 Cm. C. A. ly pre, Apxumeg (1945), crp. 137—138. 
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3amMeyaHue He KaCaeTCA BOMpOCca O HEOOXOAMMOCTH TOYHbIX MOKA3aTEJIbCTB. 
Cam ApxuMey, OblI HeMpeB3OMJEHHbIM MACTePOM TeOMETPUYECKUX MOKA3a- 
TEIbCTB, KOTOPbIM OH Y/leJla1 OObWIOe BHMMaHHe, a TOAbKO CTPeMMJICA 
eaBOeBaTbh MpaBO Ha CYIECTBOBAHHe HaPIAHbIX (X9YPMCTHYeCKHX) Coodpa- 
KEHH, OCHOBbIBABLUMXCA HA ME€XAHMYECKMX AHAJIOPMAX WIM OMNMPalOulAxca 
Ha aTOMMCTMYeCKMe COOOpaxKeHHA, — MpOTHB POCNOACTBOBABIUMX KOHIWENUMH 
cpoei anoxu. Ero copa mM B HaCTOAUee BpeMA CJIyKAaT Opyyuem B OopBoe 
MpOTHB MaTeMaTHYeCKOrO (OpMaIM3Ma. SaclyKUBAeT OOAbUIOrO BHAMaHHA i 
To, uTo ApxuMed, yeslad OrPOMHOe BHUMAaHHe (pu3n4eCKMM COOOparKeHusAM, 
OJHOBPeMEHHO OTHETIMBO BHe HeEOOXOAMMOCTb TOYHOrFO MaTeMaTH4eCKOrO 
joKazaTebcTBa. MHorve MaTeMaTHKM M MOHBIHE HE MOHMMAHOT C JOCTaTOUHON 
ACHOCTbIO Ba@)KHOCTh ONMpaTbcaA Ha chu3snyecKue COOOpaxKeHHH, WM MHOrHe 
(PH3MKM He BUAAT 3HAYeHMA MAaTeMATHYeCKOH CTporocTu. Ode OUIMOKM BeAyT K 
(pOpMasIbHOMY TIPHMeHeHHIO MaTemaTHKM. OOpalllat BHUMaHMe MaTeMATHKOB It 
(pPu3MKOB Ha BbILWeNpMBeAeHHbIe COBa APXMMEefa, A OAHOBPEMEHHO JO/DKEH 
yka3aTb M Ha TO, YTO APXMMEf ObLI HE TObKO CaMbIM BbIAaOlUMMCA Mpejl- 
CTABUTeJIEM MATEMATHKM WM MpHKaqHOA MaTeMaTHKM APeBHOCTH, HO MH KpynHel- 
IMM (M3HKOM. 

B cpequue Beka pa3BUTHe TeOMCTPHH HM B CBA3H C He umeOOrMYeCcKad 
6opb6a BHYTPM reOMeETPHM TOAbKO HEMHOFO MpOABUHYIMCb Biepea. Sacayra 
apaOckux WM MepcuACKMX MAaTeMATHKOB, 4TO OHH 3a00T-IMBO 3aHMMa.INCb 
rpeyeckoH reometpvew. B oOsacTH reomMeTpHv, B 4acTHOCTH B OONACTH 
»AKCHOMbI MapaJiebHOCTH“, MHTepeCHbIe UCCIEOBAHHA NpuHaMieKaT Omapy 
Xaamy wu Hacupegguny. Tlepppie jocronpumeyareibHble uCCeqOBaHHA B 
Egppone, Kak, Hanpumep, uccreqoBaHuA CaxxepnH, HemocpemcTBeHHO CBA3aHbI 
c nonbitkoh Hacupeaavna fOKa3aTb aKCHOMY NapasienbHOCTH. Tak Ha3bi- 
BaeMbIM 4eTbIPeyrOJIbHHK Caxxepu Mbl Hawgem HM B padotax Hacupen- 
aMHa wu Omapa Xasma. A cyutatO HeOOXOAMMbIM OOPAaTUTh BHAMAaHHe 
Ha 9TO, TaK Kak 9TH JOCTHKEHMA apaOCKOH WM NepCHACKOM KyJIbTyPbI y Hac He 
M3BeECTHbI JOJDKHbIM OOpasom. B ucTopuu reomMeTpuu pellarolluM warom 
ABNACTCA CO3AaHHE AHAJIMTHYECKOM TeOMeTPHH, KOTOPOe CBA3aHO C HMeHeM 
/lekapta. DTO nNosBoNMO NepeBecTH NpoObeMbI TeOMETPHH Ha ABbIK asIredpbl, 
a 3aT€M aHasiM3a UM HaOOOpoT. Tem CaMbIM NpeKpaTHaCb Ta M30JIMPOBaHHOCTh 
reOMETPHH, KOTOPad CO3faIacCb B Tpe4eCKOM MATEMATHKE M3-3a OTCYTCTBUA 
NOHATHA MppauMOHabHOrO Yuca. B anauTM4ecKO reomeTpun OcyULecTBH- 
JOCb JMasIeKTHYeCKOe efMHCTBO reOMeTPHH U areOpbl, 4TO cnocodcT- 
BOBaIO CO3aHMIO AMdppepeHuMabHOrO M MHTerpasbHOrO MCUUCeHM, a TAalOKe 
TOMY, “TOObI MaTeMAaTHKA paspa6OTana OONbWIOH annapaT jWIA ONMCaHHA ABH- 
KEHHA, U3MeHeHMA. Hapsayly C OrpOMHbIMM MIpevMyLeCTBAMH 9TOTO pasBHTHs 
OHO MMEO M ONpefeeHHbIe OTPMUaTebHbIe cTOpoHbI. ‘ Pacnpoctpanenue 
AHAJIMTMYECKUX METONOB B TeOMETPHH MM OHOBPeMeHHO HB MexXaHUKe, 
TeCHad CBASb MOKY HMMM, BbIsBaa OMIMOOUHBIM BPI, NpoLepxKAaBIIMicA 
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HayvHad C HbtoTouna BoaoTh 10 Bosn u JloGayescxoro. Cormacuo 3TOMY 
B3rIaly TEOMETPHA HE ABJIACTCA PABHOWCHHbIM Pasf[eJIOM MATeMATHKH, a MMeeT 
NOMYMHEHHOe BHAYeHKe BHYTPM MaTeMATHKM, TEOMETPUA eCTb HE 4TO MHOe, Kak 
OHA — Oe€CCNOPHO BaxKHaA — OOACTb NPHMeHEHMA MAaTeMATHYeCKOrO aHaNu3a. 
B stor nepuo,y reomeTpua B CaMOM JleIe He pacCMaTpuBaach, Kak MaTeMaTHKa, 
a KaK OMMH 13 pasqeC10B MPMKa\HOK MaTeMaTHKH, 3aHMMaIOUIMiCcA BONpocoM 
MPMMeHeHHA MATEMATHKM M M3y4eHHIO *Pu3KM4eCKOrO MpOCTpaHCTBa, COOTBeTCT- 
BYIOIerO HbIOTOHCKOH MMpoBOM KapTuHe. Hexotoppie jouM 0 Toro, 4TO 
PeOMETPHIO CYHTAJIM YaCTbIO MeXaHUKM. OTOT B3raAA OTPaxKaeT KOHWeENUKIO 
MeTadu3nyeckoro MaTepvasu3mMa. Bot nowemy UMeIa KaHTOBCKad MjeamucTu- 
4eCKaH KOHUCNUAA O MpOCTPaHCTBe TaKOe OOTbIIOe BMAHMe Ha CBOO smOxy, 
POCNOACTBOBABLUMM TOra MeTapUusH4eCKHH BSA, HE B COCTOAHMM ObLI JOJDKHBIM 
0O0pasoM OnpoBepratTb ero, M 9TH WBE KOHWENUMH BO MHOPMX OTHOLIeHMAX CONpK- 
Kacaucb. Tak O6cTos.1 sTOT Bompoc B HaYasie XIX B. JlanbHeMulee pasBuTue 
HayaJOCb C peBO.TIOWMOHHOrO OTKpHITHA Boan u Jlob6ayescxKoro. 

B HaCTOALIEM JOKIAe€ HET BO3MOXKHOCTH JaJIbLUe AHAIU3MPOBaTb UCTOPUIO 
FeOMeTPHN, HO CYHTAHO, YTO CKA3aHHOe MOKA3bIBAeT, KAKOe OFPOMHOE 3HAYEHUE 
B UCTOPHM reOMeTpHU UMesIa OOPbOa Uufeasu3Ma U MaTepvasu3Ma MH, 4TO MaTe- 
PHaNMCTHYeCKMM BTA, NPOABUHY/I pasBuTMe reOMeTPUM BNepex, B TO BpemMs, 
Kak WleasIMCTMYeCKHe KOHUENUMM paHO WIM MO3{HO CTaHOBUJIMCbh TOPMO30M 
pa3BuTus. 


2. SHayveHnue reomeTpuun Boan—Jlooauesckoro B Oopboée 
MaTe€PpHAaAAMNCTHYeECKOFO MU UMeaANINCTHYeCKOTO 
MUPOBO33peH UH 


Matematuka 3aHMMaeTCA OMpeesIeHHbIMM 3aKOHOMeCPHOCTAMM MaTePHaJIb- 
HOrO Mpa, B CBOeOOpasHOK OTBIeYeHHOKM dopme. Takum oOOpa30M, B OTHO- 
WIeHHM MpeyqMeTa MATEMATMKM OHA POJCTBEHHA C ECTECTBEHHbIMM HayKaMM, a B 
OTHOLICHMM e€e€ MeTOMOB OHA CYIMeCTBEHHO OTIMYaeTCA OT HUX. “ITO KacaeTCA 
MpeyMeta MaTeMaTHKM, OMpeseyeHHe OHresbCa MO ce feHb MMeCT CHAY: 
»ductad MaTeMaTHKa MMee€T CBOMM TIpeMeTOM MpOCTpaHCTBeHHble POpMbI Ul 
KOJIMYECTBEHHbIE OTHOWIEHHA J@MCTBUTeEJIbHOrO MMpa, T. €. BeECbMa PpeaJIbHOe 
‘cogepxanne. Tot cpakt, 4TO 9TO CofepyKaHue MOABAAeTCA B KpaiiHe aOcTpaKTHOH 
(POPMe, MOXKET JMLIb CaGO 3aTYUIEBATh eFO MPOMCXOKEHHe M3 BHELUHErO 
‘Mupa. UToObl Hay4vTb 93TH OPMbI M OTHOWIEHMA B UX YMCTOM Bue, CieMyeT 
‘UX OTOPBaTb COBEPUIEHHO OT UX COJepxKaHHA, YCTPaHMTb ero Kak HeYTO Oe3- 
pasmmuHoe fia jena.“ ™ | 
C mMeTogo.1ornyeckoh TOUKM 3peHNA XAPAKTePHbIM MPH3HAKOM MATEMATHKU 
ABNACTCH AOCTPaKIMA, KaK Ha 9TO YKa3bIBaIOT MPMBeACHHbIe BBILIC CJIOBa 


10 Counnenna K. Mapxca wu ®. Dureaca, T. 1, Crp. 39. 
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Sureapca. KosmuectBenHble WM MpOCTpaHCTBeHHBIe OpMb!l MaTepHaJIbHOrO 
MHpa, MO3HaBaeMbl B CBOeH 4MCTOTe Mp yCOBHMM, eCIM MyTeM a6crpakuMn 
Mbl OTJ@IAeEM 9TH OOWLME CPOPMbI OT MX KOHKPeTHbIX BOMJIOULEHHM M MCCIe- 
jyem ux Booole. CyTbh MaTemaTMYecKOH a6cTpakijum ocBeulaioT cioBa HM. B. 
Crajuua: ,B 9TOM OTHOWeHMM rTpaMMaTHKa HaNOMMHAeT TeEOMETPHIO, KOTOPAaA 
JaeT CBOM 3aKOHbI, aOcTparupyscb OT KOHKPeTHbIX MpeAMeTOB, PaCCMaTPUBaA 
npeyMeTbl Kak Tella, JIMWeCHHbIe KOHKPETHOCTH, M ONpeseiad OTHOIWeCHMA 
M@KIY HAMM He Kak KOHKPeTHbI€ OTHOUICHMA TaKMX-TO KOHKPCTHBIX Mmpejl- 
MeTOB, @ KaK OTHOWEHMA Te BOOOUILE, JIMINCHHbIe BCAKOM KOHKpeTHOCTH. “"! 

AOctpakTHbIH CnOocoO M3J10x%KeHUA B MaTeEMaTHKe HE O3Ha4aeT yXOMa OT 
JeMICTBUTEIbHOCTH, a, HAOGOPOT, BeMeT K MO3HAHMIO OOLUMX 3aKOHOMEPHOCTeH, 
CKPbIBaIOUMXCa B ryOMHe MaTepHabHOrO MMpa. Ha aTO ACHee BCerO yKasbI- 
paet B. VU. JIenHu B CBOeM yKazaHuM O HayKe BOOOLIe. CrelyeT OTMETHTb, 4TO 
aOCTPakTHbIMM NOHATHAMM paOOTaeT HE TOJIbKO OHA MATeMATHKA, a B.OOMbUeN 
WIM M@Hbiliew CTemeHM BCe HayKM, TaK KaK OTBJICYCHHbIe Hay4Hble MOHATHA, 
OpOpMMBUINeCA Ha OCHOBAHMM OMbITa, MpaKTHKH, BbIPaKalT OObEKTHBHY1O 
peabHOCTh Gonee CKATO H PyOOKO, HE KEIM HEMOCPeACTBEHHBIA YYBCTBEHHbIM 
onpit. — ,,MbiuieHve, BOCXOAA OT KOHKpeTHOrO K aOCTpaKTHOMY, He OTXOJMT, 
— €CJIM OHO MpaBMIbHOe — OT MCTHHBI, a NOAXOANT K He“ — numer B. VU. Jlenun.” 
»AOCTpakUMA MaTepuv, 3aKOHA NPUpoOsb!, AOCTPaKUMA CTOMMOCTH VM T. J. OJHHM 
COBOM BCe Hay4Hble (MpaBMJIbHble, CepbesHble, He B3OPHble) adcTpaKuMn 
oTpaxkaloT npupofy rayOxKe, BepHee, nosHee. OT >kHBOrO cCOepxKaHMA kK 
aOCTpakTHOMY MBILUJICHHIO HM OT Hero K NpakTHKe — TaKOB jMaJIEKTHYeCKHH 
NyTb MO3HaHMA MCTHHbI, MO3HAHHA OOBEKTMBHOM pealbHOcTu“. B atom >Ke 
Tpyde, HeCKOJbKO faible (cTp. 153) B. VU. Jlex#un numer: ,O6pazsoBaHue 
(aOCTpakTHbIX) NOHATHH M ONepallwi C HAMM YoKE BKHOYUAIOT B CeOA MpencTaB- 
JIeHWe, yOeKeHHe, COZHAHME 3AKOHOMEPHOCTH OObEKTMBHOK CBaA8H MUpa“. OTH 
copa B. VW. Jlehwna OfHOBpeMeHHO yKa3bIBalOT M Ha TO, YTO NOHATHE aOcTpak- 
WWMM MO)KET ObITh BNOIHE NMOHATO TOJIbKO Ha OCHOBAHHM [MaJIEKTHYeCKOrO MaTe- 
puasiu3mMa, TakoKe, KaK M O MpeymMeTe, 3afa4ax, CBOMCTBAX MeTOJa MaTeMaTHKH 
MOXKHO CO3JaTb ACHYIO KAPTHHY TOJIbKO Ha OCHOBAHMM [MaJIeEKTHYeCKOrO MaTe- 
puaiu3ma. AOcTpaki\MA B MaTeMaTHKe UseT JaJIbUIe, 4eM B ApPyrMx OTpacssAx 
HayKW ; Ha CBOeOOpasHbIX YepTaX MaTeMATHYeCKOM aOCTPAaKUMU, OTM4AIOWUMX 
e€ OT MPMMeHACMOM B pyrMx HayKax aOCTPaKUMH, MbI 3//eCb HE OCTAaHOBAMCA 

B mpouioM Kak Cpe MaTeMaTHKOB, TaK M Cpe ECTECTBOBELOB UM pus10CO- 
(OB ObIIO pacnpocrpaHeHO MHODKECTBO HENPaBMJIbHbIX OWIMOOYUHBIX COOOpaxKeHHi 
OTHOCHTEJIBHO MaTeMaTHKH. HenpaBuJibHble B3rJiA[bl 9TH BCE ele CylileCTByIOT — 
XOTA B MeHbIUeM Mepe — M y HaC. OTMM CieLyeT 3aHMMATbCA XOTA ObI NOTOMY, 
4TO 6€3 3TOFO MbI HE MODKEM NOHATb TOTO HOBOTO, YTO ObIO [WIA HAayYKM OTKPHITHe 


"YW. B. Craaun, OrnocuteabHo MapKcusMa B ASbIKO3HaHHH (TocnomMTH3~aT, 1950), 
cTp. 21—22. 


12 Dunocopckne Tetpaan, crp. 146. 
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HeE€BKIMJOBOM reomeTpun. KosrmyecTBO HeENpaBMAbHbIX BSrIAOB Ha MaTeMaTHKy- 
yuma. U3 Hux NOAPOGHO pacCCMOTPHM TOJbKO HECKObKO. 

PaccmMoTpuM npexge Bcero TOUKY 3peHHa wMyeanu3ma. Ona OTpulaet 
OObEKTHBHBIM XapakTep 3aKOHOB MaTeMaTHKU, a MaTeMaTUKy paccmaTpupaert, 
KaK MpOM3BOJIbHOe CO3faHHe Y4eOBeYeCKOrO pa3syMa. JTa ujeaucTMY4ecKan 
KOHUENUMA He B COCTOAHMM OObACHMTh MPM4MHY TOrO, MOYeMy MeTOMbI MaTe- 
MATHKM TaK OJCTALE MPMMEHAIOTCA K eCTECTBEHHbIM HayKaM M TeXHHKe, K 
MPaKTHYeCKOM JeATEbHOCTH YeOBe4eCTBAa, HaNpaBseHHOe Ha NOsHaHMe HM Mpe- 
oOOpazopaHue npupoxy u o6ulectBa. Upeanucruyeckuii B3raag Ha MaTeMaTHKy 
HEOOOCHOBaH, HeHayyeH uM BpezeH. Tleppbim mMOcMeqOBaTebHbIM 3aULMTHHKOM 
WAeaMCTHYeCKOrO Barada Ha TeOMETPHIO, Kak yoKe ObIIO OTME4CHO, OBIT 
Inaron. Dra KOHWeNuUMA NO Cel AeHb KUBET B OypxKyasHO HayKe M B HaCcTOS- 
ujee BpeMA OTYETIMBEe BCerO NPOABAeTCA B BUC KOHBEHWMOHAIM3Ma. CornacHo 
WJeaIMCTHYECKOM KOHUENUMA MpesMeTOM TeOMETPHH CAY>KUT UCCAeEMOBaHHe 
BPO)KMEHHOTO C 4YeOBEKOM ,,anpvopHoro“ noHATHA Npoctpaxctsa. B anoxy Boau 
CaMbIM PeHIMTEIbHbIM MpeCTaBUTeeM 9TOFO Bariaya Obit Kant, yTBepAMBUINi, 
4TO HAM MpeACTaB.IeHMA O MPOCTPaHCTBe ABIAIOTCA BPODKCHHbIMM ANPHOPHbIMH 
weAMM, OpMaMM HalleroO CO3eplaHHA, KOTOPbIe aOCOMIOTHO HE3aBHCMMbI OT 
qevcCTBUTeMbHOCTH, ONbITa. CorsiacHo KaHTy nosOoKeHHA EBKMJOBOK reomeTpun 
€MMHCTBEHHO BO3MO>KHbIC, HEM3MCHMMbBIC 3aKOHbI YeJIOBeEYeCKOFO MbIILIJIeHHA. 
Barta 9TOT Obl peliMTebHee BCerO ONpPOBeprHyT OTKPbITHeM TreomMeTpHH 
Bosau—Jlo6ayesckoro. 

Otxppitve reometpun Bosxn—Jlo6ayesckoro HaHeciO yap He TOJIbKO 
wjeasiM3My, HO M TOMY HeMpaByJIbHOMy MeTadu3H4eCKOMY BSrIAyy Ha MaTe- 
MAaTHKY, KOTOPbIM OTO?KIECTB/IA 3AKOHbI MaTeMATHKH JaHHOK 3MOXxH C 3aKOHaMA 
npupogrbi. Oum6o4Hoctb aToro B3riAya OYeBMJHa: 3aKOHbI MaTEMATHKK OTPa- 
“QKAIOT 3AKOHOMEPHOCTH MaTepHasbHOrO MMpa, OMHAKO, OTPaxKeHHe — KakHM ObI 
BEPHbIM OHO HM ObIIO — He TO>KECTBEHHO C TEM, YTO OHO OTpaxaeT. Kak u 
BCAKOE YEJIOBE4ECKOE MOZHAHHe, MATEMATHKAa /a€T TOJIbBKO OTHOCHTEJIBHO, NPHOIN- 
BMTEJIbHO BEPHYiO KapTHHy JeMCTBUTEBHOCTH, OOee WIM MeHeEe ympoulaa ee. 
Pasymeetca, 3TO MpvOMWKeEHHe HE MMCCT MPHHUMMMAIbHbIX, HeMMPeOMO/IMMbIX 
MpefesOB, TOYHOCTh NPKOAMWKEHMA, MOCTOBEPHOCTh KaPTHHBI, MAaHHOM MaTeMaTH- 
KOH O06 OMpeseeHHbIX ABIEHMAX MATePHabHOrO MUpa, MOCTOAHHO pacTeT ; 
B 9TOM MM@HHO 3aks104aeTCA pasBuTMe. OgHakO, MaTepHaJIbHbIi MMP, B CBOel 
NOMHOTe, MHOFOCTOPOHHOCTH, GoraTcTBe, MATeMATHKa.BCerfa OTPaKaeT TOMbKO 
6oee WIM MeHee yMpouleHo, CXeMaTHYHO. TOT, 4TO XOTb HEMHOFO 3aHMMAaJICA 
TIPHMeHEHHeEM MaTeMaTHKHM K 060K OONaCTH, XOPOUIO 3HaeT, 4TO OCHOBHAA 
NpoO1eMa NpWOXKeHHA MATEMATHKM COCTOMT MMeHHO B pa3pelleHHw BoMpoca 
O TOM, KaKHe COOTHOIMEHHA, KaKHe *PakTOPbI OJDKHbI ObITh YYTEHbI MPH ONK- 
CaHMM KaKOrO-11N60 peaIbHOrO ABACHHA HIM MIpOUecca B MaTEMATHYECKON opMe 
M Kakue MOFyT ObITbh NpeHeOpexkenbl, (Beb B JCHCTBUTCbHOCTH ABACHHA CBA- 
3aHbI pyr C Apyrom); a TakwxKe BOMpOC O TOM, B Kako ynpouseHHoH copme 


3 Acta Mathematica 
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O:DKHbI ObITD YYTCHbI XapakTep ABJICHMH, BIMAHME YYUTbIBAeMbIX MakTOPOB, 
— OJHMM CJIOBOM, Kak NOWOOpaTb MATeEMATHYCCKYIO MOseb, OTParKatoulyto 
UCCELOBAHHOE ABCHHE WIM MpOUeCcc C.TOMHOCTbIO, NOTPeEOOBaHHOM NpakTUKON. 
(Tounocth B OTAC/IbHbIX CLYYAAX MOKKET ObITh HCKNOYMTEIBHO OosbiUaA.) AMeHHO 
9TUM OObACHHETCA UH TO, MOYeMY MMEIOTCA MpeseIbl MPHMEHAEMOCTH MATeEMATH- 
yeckoro MeToja. ClefyeT OTMETHTb, YTO HeJIb3A MepenyTaTb BONPOCbI NpaBUb- 
HOCTH HM TOYHOCTH MaTeMaTHYecKOnM MOfeIM. MatTemaTH4eckad MOJeJIb, OTpa- 
}KAIOLAA jleHCTBUTEIbHYIO CBA3b ABJICHMH C OMpeseCHHOM TOUHOCTHIO, B OOWLUX 
yepTaX MpaBMJIbHO, B OCHOBHOM HeEOOXOAMMO CYMTATb MpaBUIbHOH axKe B TOM 
clyyae, eCJIM €€ TOYHOCTh MOMKET ObITh yBEIMYEHA NYyTeM fabHEMIWerO yTOY- 
HeHuaA MOgeM. B tTakux CJly4aaX JaJIbHeMUIee yTOYHEHHe MOJeIM, KOTOPbIM 
YBeIMYMBAeTCH TOUHOCTh ONMCAHMA, OTPAXKeHHA, HE ONpOBepraeT OOUeEM TOY- 
HOCTH NPHOAWKAIOULEM KapTHHbI, a TObKO JIMLUb JONOMHAeT ee. TakOBO MOJI0- 
*KeHMe HaNpHMep B CJlyYae KACCMYeCKOM MW PeAATMBUCTHYeCKOM MexaHuku. Ha 
STOT BAKHBIM BONpOc ykasa PumMan, KoTOpbId nucan:" ,,CBa3sH MexKIy aJ1eMeH- 
TaMM KapTHHbI M OPHrMHaia JOUKHbI COBNMasaTb HM TOJIbKO B 93TOM culy4ae 
KapTuHa MpapusibHa. []papusibHOCTL KapTMHbl He 3aBHCHT OT CTeMeHM TOYHOCTH 
KapTMHbIl. Ecim 3aM€HUTb 3JIEMeHTbI KapTHHbI rpynmow Oosee TOHKMX 3JIeEMeH- 
TOB, TO TEM CaMbIM PaCTeT Hallé MOHMMAHHe COOTHOWWeHHH Bellen, Oe3 Toro, 
YTOObI CUNTaTh NMe€pBOHAYaJIbHOe COOGparKeHHe HeNpaBHJIbHbIM.“ B TO Bpems, 
Kak UfleaJIMCTHYeCKMH Bara, BeweT K HeMOOWCHKE MpHiaraeMOCTH MaTe- 
MATUYeCKUX METOJOB, YKa3aHHbIM MeTaPH3H4eCKHH BSA, OTOKMECTBIAIOWUIMA 
3aKOHbI MaTepMaJIbHOrO MMpa C MX OTPaKeHHEM B MATeMATHYeECKOH copme, 
BefleT B HEKOTOPOM OTHOIMeHHM K MepeOweHKe NMpHsiaraemOCTH MaTeMaTH- 
4YeCKUX MEeTOAOB (B Apyrux OTHOWEHHAX UM MeTAPH3H4YeCKHH B3rIA BeLeT 
K HeOOWeCHKE MATeMATHKH): OO HeMPaBHJIbHbIX KOHUENUMM ABIAIOTCA MCTOYU- 
HHKOM OOJIbLUIMX OWMOOK B NpakTuKe. U3 Toro, 4TO AIM ONMCAHMA jeMCTBH- 
T€JbHOCTH MATEMATHKA BCEera CYKUT TOJIbKO MOJ@IAMH, CJlefyeT, YTO MaTe- 
MATHYeCKOe H3/IOKEHME, Cy KAULee JIA ONMCaHMA KaKOrO-HHOyb ABeHHA 
NpPHpOMbl, WIM Mmpouecca He ONpeyeseHO kKaTerOpuHyecKH, a e€rO MODKHO NOZ- 
OupaTb NO-pa3sHOMy M B Ka&KOM OTJEbHOM CJIy4ae OMIT NOKasbIBaeT, KakHe 
M3 HUX NOAXoMAUMe. Tak, HANPUMeP, NPH ONMCAHHM KOMeOAHMH CTPyHbl MO)KHO 
paccMaTpuBaTh CTPyHy HeNpepbIBHOM, HO MOKHO €€ Kak Welb, COCTOALIAA 
M3 M30JIMPOBaHHbIX M 3JIACTHYHO CBA3AHHbIX [pyr C ApyroM MaTepvasb- 
HbIX TOYeK. Yano KeHne, OCHOBbIBaIOLeeCA Ha JBYX Pa3JIM4HbIX MOJEIAX, BO 
MHOFUX OTHOWCHMAX BEET MO CYLUECTBY K OMMHAKOBbIM pe3yJIbTaTaM, OJHAKO, 
B Cily4ae BOZOYKEHHHIX KOeOAHMK, NPM ONpepeeHHbIX YCJIOBMAX, BOSHHKaeT 
NPWHUMANMNAIbHOe pacxoxKeHve. YKasaHHad MeTAapPusn4ecKaA KOHUENWMA, OTOK- 
ECTBAAIOULAA OOLEKTHBHbI€ 3aKOHbI MaTepHaIbHOrO MUpa C OTparKarouleh ux 
MATEMATHYECKOM MOseJIbIO, B OGMACTH PH3HKM MO3qHee Mepensiertach C MaxH3- 
Hom, Cuenyet 3HaTb 4TO MAXMCTCKHA Bara, OLIMGOO4HO OTOXKLeCTBAAeT cpu3u- 


'3 Ges. Werke, ctp. 491. 
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4eCKYIO J[CHCTBUTeEbHOCTh C HalUMMM HaOJOJeHHAMM, ONbITOM. VmeHHO Ha 
STOM MYHKTe€ MAXH3M MPMCOeAMHAeTCH K HeNpaBMIbHOMy MeTadusH4ecKOMy 
B3rIAly Ha MATeEMATHKY, OTODKECTBIAIOWIEMY Halll OMBIT C MAaTeMaTHYeCKMMH 
OTHOUICHHAMM, YCTAHOBJICEHHbIMM HayKOW It ONMCaHMA 9TOrO OnbiTa. Takum 
oOpa30Mm, CO3fatoTCA MycTble :pa3sbl O TOM, 4TO ,MaTepHA UCYe3/Ia MU OCTAINCh 
JMUIb ypaBHeHna. “ 

Syecb culelyeT yKa3aTb Ha elle OHO HeNpaBMbHOe MeaIMcTH4eCKOe 
HanpaBleHve, — arHocTuuu3m. Metadu3snyeckue dusocodbi, He 3Haloulue 
CAOKHOM [MaIeKTUKM YeNOBeYeCKOrO NO3HaHMA, M3 TOrO (pakTa, YTO MaTeMaTH- 
4eCKad MOJ[€JIb HE TOKECTBEHHA C JCHCTBUTEIbHOCTbIO, a JIMUb OTpaxaeT ee 
B Ooee WIM MeHee YNPOLIeHHOK opMe, NpnOswKaACh K He, Chelan Takon 
HeMPaBMJIbHbIM BbIBOA, YTO 3AKOHOMEPHOCTH MaTepuaIbHOrO MMpa HeEMO3HaBaeM. 
Tako BbIBOJ JIMUIeH BCAKOO OCHOBAHMA, Beb YAMBUTebHaA TOYHOCTb pesy.Ib- 
TaTOB NOJIYYEHHbIX NYTeEM NPHOKEHHA MATeEMATHYeCKUX MeTOJOB, HaNpuMep B 
ACTPOHOMHH, (PU3HKe, a TaKKE OFPOMHbIe YCNeXH, CONPOBOKAAWllMe CTPeEMJEHHA 
yesopeKkKa UM mpeoOpaso0BaHve Npuposbl, BCe 3TO HEONPOBEPXKUMO OKAa3bIBAaeT, 
4TO MATePWaJIbHbIA MMP MO3HABAeM M MIPHMeHeHMe MATeEMATHYeECKUX METOOB 
ABIACTCA OECHEHHBIM Opy>KHeM No3sHaHHA. I]penedpexkenusa, AOMyCcKaeMble HAMM 
mpu nofOope MaTeMaTH4YeCKOH MOseJIM, HEOOXOMMbI XOTA Obl UM NOTOMY, HYTO 
CyTb ABJICHHM MO)KHO CXBaTHTb TOJbKO B TOM CJy4ae, eCIM MpeHeOpeyb BCeM 
HECYLHIECTBEHHbIM. Bompoc MO>KHO OCBETUTb C MOMOL[bIO TaKOTO CpaBHeHHs : 
Hayka jlelaeT MOJOOHO 3HaTOMY, M3y4alouleMy Kaky!o-J1M00 KapTuHy TO npHosM- 
KaACh K Heli, TO ylaJIdACb OT Hee, YTOObI MBy4MTb e€ B MeTaAx M OMHOBpe- 
‘Me€HHO MOsy4aTb O He COOTBETCTBYIOUIee OOMee MpepctaBeHuve. B 9TOM MeTOA 
MaTeMATHKM B MpHHUMMe cOBMafaeT C MeTOAOM JOOOK Apyrow HayKU, XOTA 
pasyMeeTca, 3TOT BONpOC B MAaTeMATHKe, KaK HM BO BCEX [IPyrMX OTPacAx 
Hayku, mpuoOperaeT cBoeoOpasubli xapakTep. CoracHoO MexaHM4ecKOMy MaTe- 
pvanu3my BCe ABJCHMA MUpa MOFYT ObITh OMMCAHbI C NOHO TOYHOCTbIO, C 
NOMOLIbIO MATeEMATHYeCKUX ypaBHeHN. CTOPOHHMKOM 9TOFO B3rliafa Obl Ha- 
mpumep Jlanac, KOTOpbIM muca: »ECIM Obl KaKOM-1M60 yx, B [aHHbIi 
‘MOMEHT 3HA@IOUIMM BCe CHJIbI, MPOHMUAOWMe MpUpOfy MU OTHOCHTEIbHOe NOJIO- 
oKeHHe Belle, COCTABIAIOLUUX NPHpPOAy, BCeEOObEMINOLUMH YM, YMeIOLIM aHaM3u- 
poBaTb 9TH JlaHHble, CHes Obl B OpMysy ABWKEHMe KpyMHeMWIMX HeOeCHbIX 
Te M MaJleiWmero aTOMa BCeNeHHOM, MIA Hero HMYerO HE OCTAIOCh Obl He- 
ONpeesIeHHbIM M NMepem ero r1a3zaMM WIMPOKO OTKpbIIOCch Obl Oymyiuee, Kak H 
mpouioe.. .“ ™ 

Tenepb MbI yoxKe XOPOWIO 3HaeM, 4TO MpescTaBsleHnne TaKOW yHHBepCcalib- 
HOM (OpMysIbI ABIAeTCA HaMBHbIC MU MaTeMATMKA CTAaBUT Mepey co6oK ropa3yqo 
Ooee CKPOMHbIe 3afa4u, 3aTO BTM 3ala4M paspeluaroTcn eH BO BCeH OObIeK 
mepe. IIpuBegeHHbie BbILe C1OBa Jlannaca cofepykaT u ynpoueHue Bonpoca 
HeEOOXOAMMOCTH M CuyYaHHOCTH ; BbICKa3aTb CBO€ MHEHME OTHOCHKTEAbHO 9TOLO 


14 Essai Philosophique sur les Probabilités (1814). 
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Bonpoca A MME BO3MO)KHOCTb B fpyrOM MeCTe, MOSTOMY B  HaCTOALLeM 
wokjayqe 9THM He Oyay 3aHHMMmaTbcsa.’® VUntTepecHO OTMETHTb, TO MeTadH3v- 
4eCKHii, B3TIA, B TO BpeMA Kak C OMHOM CTOPOHbI NepeOWeHMBaeT POJIb HM 
BO3MOXKHOCTH MATEMATHKH, C Apyroii CTOPOHbI cTapaeTCA OrpaHM4UTb cCepy 
MCCJeMOBAHMM MaTeMaTHKH. TO-eCTb, TeM, 4TO MeTadpu3H4ecKHH B3rA HE B 
COCTOAHMM MOHATb pOJIb MaTeEMATHYeCKOH aOCTpaKUHU, MelllaeT MaTeMATHKe 
B CO3MaHHM OOWIMX aOcTpakTHbIxX Teopun. TakoBo ObII0 NoNOKeHMe B CJy4ae 
KOMIVJICKCHBIX HCI, K KOTOPOMy A elle BePHyCb; OfHaKO, ye 3/€Cb 
oTMeyato, 4TO BOonpoc OGémectBa SA610HOBCKOrO O TOM, MOFyT-JIM ObITb 
MOCTPOeHbI MHMMBI€ BeMYMHbI (Ha KOTOpHId Anow BoxM mocwaat MCkKIO- 
YMTEIbHO PIyYOOKHM OTBET), axKe B CBOeCH (OPMyJIMPOBKe MOKAa3bIBaeT, YTO B 
aTo Bpema (1837) orpaHM4eHHbIii, MeXaHHCTMYeCKMH, MeTadv3M4eCKHM Bara Ha 
MaTeMaTHKy ObiI elle CMIbHO pacnpocTpaHeH. “ITO xke KaCaeTCA KOMIJIEKCHbIX 
4uCe, M OHTEABC yKa3asl, YTO UX HEJIb3A NOHATh ME€TAPM3M4eCKHM MBILLIJIEHHeM 
M B TO Ke BPeMA KOHCTaTHpOBa: ,,4TO ObI0 ObI C MAaTEMATHKOM Kak HUSH, 
Tak M BbICWel, eCIM ObI eit 3aNpeueHO ObI10 OnepupoBaTh c | —1 ?“* 


B o6nactu reometpuu B XVII u XVIII BB. rocnoycTBoBal yKa3aHHbIi 
BbILMe MeXaHMCTHY4eCKHH B3rIA. ITO O3Ha4aIO, YTO PU3HYeCKOE NPOCTPaHCTBO 
OHM OTOKIECTBAIN C MPOCTPaHCTBOM €BKJIMAOBOH reOMeTPHM. SaKOHbI CBKJIMO- 
BOK TeOMeTPHH OHH CHHTAJIM du3M4eCKMMM 3aKOHAMM KH HE MOFIM axKe 
MpeACTaBUTb, YTO MATEMATHKA MO)KET 3aHHMATbLCA MIPOCTPaHCTBOM HHO CTPyK- 
TYPbl. OTOT Me€XaHHCTHYeCKHH BSA BCTpeTHICA C dunocopuen Kanta. JTo 
CJYXKAT JIMUIHAM NMpHMepOM TOrO, Kak MeTapu3sn4ecKOe MBILILICEHMe BeyeT K 
Measu3my. 


Kak yoke ObIIO yKa3aHO, 3TOT KE B3PIA TOCNOACTBOBA HE TOJIbKO B 
reOMeTpHH, HO H B JIpyrMX OTPaCIAX MAaTeMATHKH; pa3BHTHe MOHATMA O 
4YMCaX B OOMbIUOH Mepe TOPMO3HJIOCb MeTaPH3H4eCKOM KOHUENWMeH, OTOK- 
WCCTBUBIUEH 4YHC.1a C PH3M4eCKMMH BeEIMYMHAMM. OTa dKe KOHWENUMA mMpenat- 
CTBOBAJIa CO3AHHIO NMOHATHA KOMMJICKCHBIX 4MCe. TocnoxcTBOM 93TOH KOH- 
WENUMM OObACHACTCA TO, MOYEMY NOHATHE KOMMJIEKCHOTO YMCA BCTPeTHIOCh C 
TaKMM HeqoBpepwem WH NoYemMy — nO cnoBpam Taycca — OKyTan0cb ,,MMCTH- 
yeckow wriov“. TlepesioM BeKOBbIX. MpegqpaccyAKOB B OGNacTH reoMeTpUN HM 
ayireOpbl MpOnsoue.s! B OAMH NepHOA, B NepBow NoOBMHeE XIX Beka, M 9TH ABA 
PEBOJIOWMOHHKIX NpeoOOpasoBaHWA TeCHO CBABaHbI Apyr Cc Apyrom. YoKe Obiw10 
yka3aHo Ha TO, 4TO Anou BosxM CaM 3aHMMAaJICA BOMPOCOM KOMIMJICKCHbIX 
YMCeJI B OTBETE, JAHHOM MM Ha KOHKypc JiennuurcKoro A6sonOBcKoro OGujectBa, 
‘B 1837 rogy." Hosguee, 8 1850 rony Anou Boan sBkuouw Baty «Ke 


1 Cm. A. Penbu, IipwnuunnaabHble BONpochl TeOpun BeEpOATHOCTE B CBETe AMaNeK- 
TuYeCcKOrO MaTepHanusMa, Filozdfiai Evkényv (1952), crp. 64—97. 
1 bd, DHreabe, Antu-ropnxr (Tocnosutuspar, 1938), ctp. 126. 


1], Ulrexenb, Peomerpnyeckne nccaefosanna Dapkawa u Anowa Boau (Byja- 
newt, 1914) r. II. crp. 239—249, 
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paoory mpumeyanue, corsacHO KOTOpomy B cBA3H C ero reOMeTpuy4eCcKuMIE 
MCCIEQOBAHMAMM Elke OKONO 1826 rosa 3aHuMaJICA CO3MaHHeM TeOpHn KOMMIeKC- 
HbIX 4uce. Mbi Bugenu, uto u Taycc 3anumaaca nmpoo6nemoii ocHos reo- 
MeTPHH M TeOPweH KOMMIEKCHBIX 4HCe B TeCHOM CBA3H pyr ¢ Apyrom. 
B sTOM OTHOWeHMM HE NpencTaBAAIoT UcKMOYeHuA UH. VM. JlodayeBckun, 
KOTOporO TOKE MHTepecoBal BONpOC TeopHM KOMMAeKCHBIX 4uCcen, H. UV. 
Jlo6a4esBckun 06 9TomM numer: ® »YnoTpedsenne /—1 B MaTemaTuKe cTO.IbKO 
HYKHO, 4TO A MOYEN OOAZAHHOCTbIO. TOBOPHTb Gonee O BOOOPaxKaeMbIX 
CTCNCHAX, HOXKEIM 3TO OOIKHOBEHHO JeaeTCA, CTapadch faTb ACHBIEC NOHATHA 
M MOMOKKTb TBEPIbI€ OCHOBAHHA JIA BbINMCIEHHM, rye OepéTcA B NMOMOLILb 
V—1.« VUcksO4UTebHO MHTepeCHO, 4TO B CBOeM padote, OnyO/JIMKOBaHHOM 
B 1834 r., Jlo6ayeBcKuum BnepBEie ONpeyeraeT TpuroHOMeTpMYecKHe yHKUMH 
4UMCTO aHaJIMTHYECKMUM CMOCOOOM, C NOMOLIbIO MX CTeMeHHerO paa WU CTPOMT 
TPHrOHOMETPHIO = YHCTO AHAJIMTHYeECKUM CNOCOOOM, C MOMOLIbIO OTHOLIEHHA 
Diinepa. Xora creneHHble pAb TPHrOHOMETPHYecKUX dyHKUM M yKasaHHoe 
COOTHOWeHHe Depa ObIIM yXKE JaBHO U3BECTHBI, TAKOW METOMONOrMYeCKOH 
no3svuun fo Jlo6ayeBcKoro elle HMKTO He 3aHA, Kak yKaabiBatoT A. IT. KOuiKe- 
Bu4 uv VU. I. BawimMakospa B HefaBHO BbIlWiequen ctTaTbe."” Ha saTom mecte 
ONATb COBNaaroT MBICIM JIOGayeBCKOrO C MbICAAMM AHOUa Box, y KoTOporo 
B padote ,O MHHMBIX BeIM4YnHax“ TakOKe HAaXOAJMM OMpeseseHve TPHrOHOMeT- 
PM4eCKUX PyHKUMH C NOMOLI[bIO CTEMeHHBIX PAOB, @ UMEHHO Cpa3y JIA KOM- 
MJeKCHble 3HaYeHMe MepemenHOrO. Oty MbICIb Anou Boan u H. UM. Jlo6a- 
4YEBCKUMM OTKPbIIM He3aBMCHMO [pyr OT ApPyra MpHOAM3MTEIbHO B OHO KH TO 
%KE BPeMA, TaK >Ke KaK M MBICJIb HECBKIMJOBOK reOMeTPHH. 

U3 ,Responsio“ Boau untupyem crepyouyo dpasy:” ,,TombKo Takne 
BELUIM HM, CIEOBATE/IbHO, TAKME BEJIMYMHDI MOTYT CJyXKATb TipegMeTOM (pasyMHOrO) 
UCCAEOBAHMA, KOTOPHIe akKTH4eCKM CyUecTByIOT (HaNpuMep, ecAM MaTepHadlb- 
Hble, TO YaCTM TeeCHOrO MJIM BHeINHerO MMpa WIM NO KpatHew Mepe mpes- 
CTABJIAEMbIe M BO3MO)KHbIe).“ Tem CaMbIM BOaAM 3aHAJ PelUMTeAbHY!O NOSKUKIO 
NPOTHB JIOXKHOTO WeasMCTHYeCKOFO YYECHHA O MPOK3BOJIbHOCTH CO3faHHA MaTe- 
MaTHY4ecKuXxX NOHATHH. [IpaBwibHyio no3suyHio Boauw NoKasbipaeT Cilepyrolllar 
pasa erO KPMTHKH, BbICKa3aHHOK UM B CBA3K C YKaSaHHbIM TPy/OM Taycca: 
» ++. BPAI-M MOXKHO ONpaBlaTb TO MpemionKenHve, YTO Apyrhe BHAbI BeJIM4HH 
H@JIb3A BKJIOUMTb B Hayky O BeIM4MHAaX. Bef, BbILHe JOBOJIbHO ACHO MOKA3aHO, 
4YTO MOMKHO BBECTH J11000€ KOJIMYECTBO BeJIMYMH, TOJIbKO 9TO. He ABAACTCH 
HeEOOXOJMMbIM. “ F 

OgHakO CBA3b M@KLY HeeBKMAOBOM TreomeTpuen H Seep eresued TeO- 
PHen KOMMICKCHbIX 4MCeJI HMEET HE TOJIBKO HACOOrH4YeCKHH HM pothesis 
XapaktTep, HO MMeeTCH M TeCHad MpeAMETHAd CBASb MOKY HAMM. OTa CBA3b 


‘8 B cpoem Tpyfe ,Anredpa nan BbIMHCACHHA’KOHEYHBIX® (CTP. 25). 
19 Uctopuko maTematuyeckne HccaenoRannsi, Hl. CTp. 72—128. 
20 Loc. cit.!7 Il. erp. 239—249. 
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ocpenlaeTcd, MexkKay mpouuM, ene B /lonoaHeHum kK AnneHgKKcy, HanHCaHHOM 
@apKauiem Bown, HO CofeprKallleM MbICJIM Anoua Bosu. B xoge jasibHen- 
IlerO Pa3BUTHA CBASb 9Ta CTala elle ACHEe WH B HACTOMIMCe BPEMA ABIACTCA 
HaCTO/IbKO OOULEH3BECTHOK, 4TO HET HEOOXOMMMOCTH OCTAHOBHTbCH Ha ee OC- 
Beulenun. Hac npexkge Bcero wHTepecyeT ueorOrM4ecKax CTOpOHa BOMpOca ; 
TO, YTO HEMPAaBMJIbHbIe Me€TAPUSHY4ECKHE BSPIAAbl HA MATEMATHKY, TOPMO3KMBIIME 
pasBuTue, ObLIM ONpoBeprHyTb! B NepBow MoAOBUHE XIX B. B AbyX OO.1ACTAX: 
no BOMmpocy 0 NOHATHM MpocTpaHcTBa M MO BONpOCy O TeEOPHH KOMMLIEKCHBIX 
yvcesl. O6a COObITHA MMEHOT PeBOJOUMOHHOe 3HAYeHHE HE TOJIbKO B OO1aCTH 
MaTeMaTHKH, HO ABIAIOTCH TakokKe NOOeOH MaTepMaMCTMYeCKOrTO MMPOBO3- 
3peHHA. 

Ilocsie sTOrO pacCMOTPHM, B 4YEM COCTOMT 3HaYeHHE OTKPHITHA TeEOMETPHH 
Bosu—Jlo6ayepckoro C TOYKH 3peHHA MaTePHaJIMCTHYECKOFO MHPOBO33PeHHA. 
3TO A MocTapatocb CBeCTH B TPH MYyHKTAa: 

1. Tloka30Mm TOrO, 4TO BO3MO>KHbI HECKOJIBKO PABHOLCHHbIX FEOMETPHYeECKUX 
CHCTeM, HM TOJIbKO ONbITb MO)KET PELWIMTh KaKaA H3 HUX BepHee BCerO ONHCHI- 
BaeT (pakTHyeckylo CTpyKTypy dusnyeckoro npoctpanctsa, Bosu u Jlobaves- 
CKMM pa3srpoMMJIM MfeaMCTHYeCKHe KAHTOBCKMe KOHUENUHH O BPOXKCHHOM H 
H€3aBMCUMOM OT ONbITa xapakTepe aOCOHOTHOFO NOHATHA NPOCTpaHcTBa. 

2. Tem, 4TO CBOMM OTKPbITHEM OHH HEONPOBeEPXKHMO AOKAaZaJIM, YTO CIe- 
myeT OTAMYATh (PUBM4eCKOe MPOCTPaHCTBO, B KOTOPOM Mbl XKHBEM, OT pa3JIH4- 
HbIX MAT@MATHYECKUX NOHATHH MpOCTPaHCTBa, C/y>KAUMX JIA ONMCAHUA CBOMCTB 
aTOrO NPOCTpaHCTBa, BY/IbrapHbIH MeTaPu3H4eCKHH B38, OTOKMECTBIAIOWIMM 
(PH3MY4ECKYIO JEHCTBUTEBHOCTh C OTParkKatouleH ee MATEMATHYECKOH MOJEJIbIO, 
CTaJl HECOCTOATEIbHBIM. TeM CaMbIM OTKPblIaCh LOPOra K faIbHeEHINeMy PpasBH- 
THIO MaTeEMATHYECKOrO MOHATHA NpOCTpaHcrBa M B TO dKe BPeMA K rayGoKOMy 
M3Y4eCHHIO (PH3K4eCKOM CTPyKTYPbI MpOcTpaHcrTBa. 

3. CBOMM OTKPbITHEM HM BCeH CBOeH HayYHOM JeATebHOCTHIO OHM abeK- 
THBHO CNOCOOCTBOBAJIM CO34AHHIO NpPaBHJIbHOrO MaTePHaJIMCTHYeCKOrO B3rIAga 
Ha OTHOWE€HHE MATeMATHKM M JeHCTBUTeEIbHOCTH. OnM, MEX*KAY MpouMM, cosHa- 
TEbHO OOPOAMCh NPOTHB MeaIMCTHYECKUX B3TJIAOB O NPOUSBOABHOCTH OCHOB- 
HbIX MOHATHM MATeMATHKH M OHOBPEMCHHO OOPOJIMCh NpOTHB MeTadusn4e- 
CKOrO B3riafla, HaMpaBseHHOrO Ha HEMOOWEHKY M OrpaHHeHHe po. M 3Ha4e- 
HMA MaTeMaTHKMH. 

K 9TMM TpeM NYHKTaM CJlelyeT OOABUTb HEKOTOPbIe 3aMe4aHuaA. 

K myHkTy 1.: Onposepykenne kaHTOBCKOH KOHWeNWMH GeccnopHO 
ABMJIACb 3HAYMTEbHOM NOGeMOH MaTepHvasiu3sma. B xkuHure: ,Matepuanu3m x 
oMnupwoKpuTuun3m” B. VM. JlexuH numer: ,.lpu3sHapat cyulecrBopanne 
OObEKTHBHOM PeaIbHOCTH, T. €. ABMOKYLIEHCA MATePHH He3aBMCHMO OT Haluero 
CO3HAHMA, MATCPHAIM3M HEM3O@KHO MODKEH MPM3HABATbh TalOKe OObEKTHBHY1O 
peaJIbHOCTbh BPEMEHH M NPOCTPaHCTBAa, B OTMYNE, NpPerkye BCerO, OT KAHTMAHCTBA, 


21B. UW. Jlennu, Counnenna, nag. 4-0e, 7. 14, cTp. 162. 
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KOTOPO€ B 93TOM BONpoca CTOMT Ha CTOPOHe useaM3ma, CuUTad BpemA 
MpOCTPaHCTBO HE OObEKTHBHOM peasbHOCTbIO, a tpopMamu = Yes10Be4ecKoro 
cosepuanusa.“ Ha HecKObKO cTrpaHu HWwKE (CTP. 173) B. UW. Jlexun npogoa- 
KET: yOXHO e10 BOMpoc O TOM, Kak MMeHHO NPM NOMOLIM pa3z-IM4HbIX OpraHoOB 
4YBCTB 4YeTOBeK BOCNPMHHMaeT MpOCTpaHCTBO M Kak, NyTeM jONrOrO uCcTOpH- 
4ECKOFO PasBUTHA, BbIPAOATHIBAIOTCH U3 STUX BOCIPUATUM AOCTPaKTHbIe MOHATH 
NpPOCTpaHCcTBa — COBCeM /pyroe fe.10 BOMpPOC O TOM, COOTBETCTBYeT -IM 3THM 
BOCIPWATHAM M 3THM NMOHATHAM YEIOBEYeCTBA OObEKTMBHAA PeaJIbHOCTh, He3a- 
BUCMMax OT YeTOBeYeCTBa.“ B. VW. Jehu KOHYAaeT aTY MbICIb TAKMMM CZIOBAMM: 
»Haul ,Onbit’ mw mosHaHue sce G6omee NPUCMOCOOIAIOTCA K OObEKTHBHOMY 
NpOCcTpaHCTBy M BPeMEHH, BCe MpaBusbHee UM riyOxKEe ux OTpaxasn.“ (Crp. 174.) 

B cBa3M C STMM BONPOCOM BOSHHKaeT NpOG.leMa: 3a KaKy1O reomMeTpHiO 
crouT onbit. W3pectHo, uro peieHnem 9TO npooeMbI 3aHuMa.ibca eure H. U. 
Jlo6auespckun. Cnegyer ormetuts, 4To JIoGayeBCKuii Ha OCHOBaHUM acTpo- 
HOMMY4eCKUX M3MepeHHH CTapasicd yCTaHOBUTb CyMMY Yyr.I0OB  Tpeyro.IbHHKa, 
a BAIMAHMe MOrpeliHOCTeH M3MepeHHA OH CTapa.ICA y4eCTh MPHMeHEHHEM TeEOPHH 
BepostTHocten. C dTOK IebIO OH MpoBe.t WeHHbIe MCCeE{OBaHMA B OO.1aCTU 
TeEOPMH BePOATHOCTeH, B TOM 4MCIe OH UCCIEMOBA! PacnpeseeHuA CyMMbI 
PaBHOMePHO pacripefeIeHHbIX M HE3ABUCMMbIX CJIYYaMHbIx BeIMYHH. H. VU. Jloda- 
4YeEBCKMM MCXOMMI U3 TOO, 4TO ECM Obl BbIMCHUZIOCh, 4TO eCTb TaKOM Tpey- 
PO/IbHUK, CYMMa yIJIOB KOTOPOrO MeHbINe ABYX NPABbIX YIIOB, TO 9THM GbI-10 
Obl OKa3aHO, 4YTO B U3M4eCKOM MpOCTpaHCTRe JeMCTRUTE.IbHa HEeBKIMAOBA 
TeEOMETPHA; 9TO, OFHAKO, HE MPOTMBOPeYH.IO ObI APeBHEMY OMbITy, YTO B Mac- 
witadax SeMJIM 3aKOHbI eCBKJIMJOBOM FeEOMETPHH B Mpewesax TOYHOCTH U3sMepe- 
HWA JCMCTRUTEJIbHbI, BEAb, CCIM AOCOOTHAA EMHMUa paccTosHuA runepoo.in- 
yeCKOM TEOMeETPHM OU4eHb BEIMKAa, TO OTK/JIOHEHME OT eBKINJOBOU reOMeTpU 
6bI10 Obl 3€M€THO TOJIbKO B TOM CJIyYae, CCIM UCCHeOBATh TeOMeTPKYecKne 
(urypbl NOpAAKa BeIMYMHbI, COOTRETCTBYIOULerO STON eAMHUUe (B OTHOMeHMA 
CYMMBI yrIOB NOAOKEHHE TAaKOe, YTO AePUUMT CYMMbI yr-10B nponopuMonaen 
NOWAK TpeyrosbHUKka). Takum 06pa30M, HeBO3MO)KHO JOKA3aTb U3MEPCHHAMA, 
4uTO BO BCeii BCEICHHOM 3AKOHbI CBKIMJOBOM TEOMETPHM JeHCTBUTEJIbHbI, Beb 
BCerla OCTae€TCH BO3MOXKHOCTh, YTO B CaMOM jee TunepOosimyecKad TeOMeT- 
PHA JelCTBUTEIbHA, TOJIbKO eEMHMUa PaCCTOAHMA €€ OYCHb BEINKA, MAKC M0 
CPaBHeHUto C HAMOOJIbLIMM M3MePeHHbIM PacCTOAHHEM. Kax Bosu, tak u Jlo6da- 
4YeBCKMH Tak CTABMIM BOMpOC: JeMCTBUTEbHO .IMOO eCBKJIMOBa, JIN00 HeeB- 
KAMOBa reomeTpuu. B HacTosujee BPeMA MBI YKE 3HaeM, YTO HEMPAaB-IbHO 
CTaBUTbh BOMpoc B TaKOH opme. 

Co ppemenn uccueqopanui Boau mu JloOayescKoro reomeTpiat 
qbusuka chenanm OompuOK War BMeped. Jlanbiie pa3sBuBan Mu OOOOIAas reHMasb- 
Hble ycnexu Boau uw Jlo6ayescKoro, PuMaH OTKPbLI TpeTHH BH) TeOMeTPMK: 
guiuntuyeckyto reometpuio. Pesys1bTaTbl ucC.1eqOBaAHHM PiMaia ObMIbI MCTTOJIb- 
30BaHbI DHHUITeMHOM MpH cosfqaHun OONIEH TEOPMM OTHOCMTEADHOCTH. Co 
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KpemeHn DAHUITeE MHA HAM M3BeCTHO, 4TO CTPyKTypa usH4ecKoro NpOCTpaHcTBa 
3aBMCHT OT pacnpesfesleHHd MaTepHH, WM MOKET ObITb OMMCAHA C NOMOLIKbIO 
S/LIMNTHUeCKOM TeOMETPHH, COOTBETCTBYIOWEH KOHUeHTPauMn MaTepuu. Takum 
o6pazom, uccleqoBannsa Bown u JloGayencKoro (PAKTHYECKH MPOMBHHY.IK [es10 
ucculIeqOBaHMA CpUsH4ecKOrO MpOCcTpaHcTBa BNepes, Tak KaK CO3MaHHe reOMeTPHK 
Pumana aABIAeTCH MposowKeHHeM nyTH, HayaTorO Bowxu u JloOayeBcKuM. 
Menee uMaBecTHO, YTO H runepOosm4ecKkad TeEOMeTPHA MMeeT SOMbIUNIeEe 3HAYeHHE 
B TEOPHH OTHOCHTEMbHOCTH, B CBA3H C Tpancpopmaunen JlopeHua. Ccbiiatoch 
Ha § 11 3ameyatesibHOM ctaTbu B. H. Jlesione,” ,Feometpuas H. U. Jloda- 
yeBcKOrO“, B KOTOpOM ykKazaHO, 4TO TpaHcdopmaunA JIOpeHua HyxKHO pac- 
CMATPUBaTb Kak ABWKEHMA PUNepOo.IM4eCKOrO “MpOcTpaHcTsa. 

K nyHkTy 2. BblicHeHvem MOHATHA qpusH4ecKOrO MpocTpaHcTBa HK reo- 
MeTPHYeCKOrO NOHATHA MpOCTpaHCcTBa OTKPbVIach JOpora neped AalbHeEMUIMM 
pagpuTuem reometpuu. Teometpua octasia ObiTb HayKOH BTOpOCcTeneHHorO 
3HAYCHHA MM CT@Jla PaBHOUCHHbIM pa3esIOM MATeMATHKH, a OMHOBPeMEHHO C 
9TMM 3HAYMTE.IbHO paclMpHica Kpyr ee 3aga4. CoppemeHHasl reOMeTPHA 3aHHMa- 
eTCH yoKe HE TObKO ONMCaHHeM OObINHOrO (pH3M4eCcKOrO MpocTpakcTsa, 
NOHATME MPOCTPaHCTBa UCTOJIKOBbIBaeTCH TeOMeTPHeEH B Goslee OOLIEM Buse, 
HallpMMep, FeEOMeTPHA 3aHMMAeTCH MPOCTPaHCTBaMH Pa3MEPHOCTH 7, axKe Mpo- 
CTPpaHCTBaMH OeCKOHeEYHOH pa3MepHOCcTH HU T. A. B CBA3H C 9THMH OOLLLMMK 
NPOCTpaHCTBaMH C.IOBO ,,MpOCTpaHcTBO“ B MaTeMaTHKe B HACTOALLeEe BPeMA yno- 
TpeOJAeTCA B OTBJICNCHHOM CMbICJIe. TeometTpus, aireOpa Wu avaJIH3 CJIMBaloTCA 
B OO BbICOKOe CMHCTBO B COBPEMEHHOM (YHKUMOHAIbHOM aHatu3e. B aTHx 
MCCJI€MOBAHHAX 3HAYHTEIbHYIO PO/JIb Mpa M MrpawoT MH BeHTepcKHe MaTe- 
MaTHKH: 3aC/lyra CO3faHHA NMOHATHA TOMOOrM4eCKOrO MpoctTpaHcTBa NpHHas- 
JexKUT Ppugbeny Puccy, OH Ke B 3HAYMTEbHOK Mepe abe pasBul TeOpHto 
npoctpaHcts Pusbdepta. OSutme npoctpanctBa NOAYYHIM BaxKHOe NPHMeHeHHE 
MU B (pM3uke, TAK, HAaNpHMep, MpocTpaHcTBO pasMepHOCTH 4 B TeEOpHu OTHOCH- 
TEJIbHOCTH, MPOCTPaHCTBa Pa3MePHOCTH B CBA3H C NOHATHEM Tak HasbIBaeMOrO 
(paszoBOrO MpOcTpaHcTBa, HaNpPHMep, B CTATHCTHYECKOM MeXaHUKe, TeEOPHA Npo- 
cTpancTtBa Tuab6epta B KBaHTOBOM MexaHHKe M T. A. CnoBo ,reometpua“ B 
HacTOAMee BPeMA BKIONAeT B CeOA ropa3sqO GO bIWe, 4eEM MaTeMaTH4eCKOe 
ONMcaHue peatbHoro dusn4eckoro npoctpanctTBa. Bosbuiaa Coperckad SHUMK- 
lonequa OO 3TOM nuweT: ,VicceqoBaHve 9TUX AOCTPaKTHbIX MATeMATH4eCKMX 
MpOCTpaHCTB BOBCe HE HMeeT CBOeCM EAMHCTBEHHOK UeJIbIO CO3aHHe 3anaca 
PUMOTETHYECKUX CHCTEM OTPaKeEHHA CBOMCTB peabHOrO nmpoctpaxctsa. [lpak- 
THMECKHE MPHMeCHEHHA COBPeMEHHOM TeOMeTPHU 4pesBbl4yaiHO iwMpoKH. Ha- 
NPUMep COCTOAHHE Me€xaHHYeCKOM CHCTEMbI M3 MATePHaJIbHbIX TOYeK H306pa- 
*KaeTCA TOYKOM (hasoBOrO NpOcTpaHCcTBa CHCTeMbI, KOTOPOe, BOObUe roBOps, 
6n-mMepHO (TOYKa acoBoro mMpoctpaHcTBa onpefenaeTcA 3n peKapTOBbIMH 
KOOPAMHATAMH / MATePMaJIbHbIX TORK KM 3/1 KOMMOHEHTAMM H3 CKOpOcTed), H.T. A.“ 

22 Uctopus Hayk wp CCCP. 
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(BCS, 1.1, crp. 615.) Bor nowemy Mb He MOMKeM CormacuTbCA C nosnuner 
COrlacHO KOTOPOM reOMeTpHa CTaa OLHMM “3 paszqei0B dusuKu.” TaKoii noz- 
XO O3HAYa Obl BOSBPalileHue K yCTapeBlei MOsMuMM MeXaHMYeCKOrO MaTe- 
pwaiu3ma. CTOpOHHMKOM TaKOrO B3PIAJa MOKET ObITb TOAbKO TOT, KTO B Mpo- 
TMBOBEC MPHHATOMY B HaCTOAIMNee BpeMA ynoTpeGeHMIO C1OBa, MOA reomMeTpHeli 
noppasymeBaeT usu4eckoe uCCHeMOBaHHe dusM4ecKorO NpoctTpaHctsBa. OgHaKo, 
B TaKOM CJly¥ae yTBepxKeHMe CTAHOBMTCA HM4erO He 3HaYALLMM, sBIAeTCA 
TaBTOorMev. Barasay, CoriacHO KOTOPOMy TeOMeTPHA CTalla COCTABHOM YacTbIO 
(PU3UKH, MO CyLUeCTByY O3Ha4aeT OTPULaHHe MATeMATHKH, Kak CaMOCTOATEbHOM 
HayKM; TaKOM B3ria NPOTHBOPe4MT AMAeKTMYeECKOMY MaTepHanu3My M BpeseH 
WIA pasBuTMA HaykKu. CooOparxkenue O TOM, 4TO reOMeTPHA ABAETCA COCTABHOM 
4aCTbIO (PU3MKU, KOPeHHbIM OOPa30M MPOTMBOPeYMT YKa3aHHbIM CJIOBaM TOB. 
WM. B. Cranuua o reomerpun, Befb O4eBHAHO, 4¥TO cu3MKa M3ay4aeT Tea He 
Kak ,,TeJIa, JIMUICHHbI€ BCAKOH KOHKpeTHOcTH“. /[ManeKTHYeCKHH MaTepHasM3M 
Y4HT, 4TO NPeAMETOM MATEMATHKM CJIyKAT MPOCTPaHCTBeEHHbIe OpMbI HM KOIIM- 
4eCTBEHHbI€ OTHOWWEHHA MaTepHabHoro Mupa. IIpeameTOM qbu3HKM, B CBOHO 
O4epelb, ABJIACTCA MCCIEMOBAHHe CaMOM MAaTeEPHM UM 3aKOHOB e€ J[BHDKEHHA. 
OuesugHO, 4TO 9TO pasHble Be. M3 ckasaHHOro CcregyeT 4TO cbu3n4ecKue HM 
MaTeMATHYeCKMe MCCJIEMOBAHWA JOJDKHbI MMETb TeCHY!O CBA3b, H3MKK WM MaTe- 
MaTHKH JOJDKHbI TECHEHLIMM OOPa30M COTPyAHH4AaTb. ITO HEOOXOAMMO NOAYep- 
KHYTb C OJHOKM CTOPOHbI JIA TOFO, 4YTOObI OTMEXKEBATbCA OT HeMPaBHJIbHOK 
NO3SMUMM Wfeau3M MponoBepylero CaMOWesIb MATEMATHKM, a C Apyrow cTO- 
POHbI NOTOMy, 4TO B aTOM OOMACTH y HAC elle HE YCTAHOBJCHO OCTATOYHO © 
TeCHOe COTPyAHH4eCTBO. 

Otxppitve reometpun Bosau—Jlodayesckoro MMe C TOUKM 3peHHxA pa3- 
BUTHA MaTCMaTHKM PeBOJIOUMOHHOe 3HAYeHHE HM OKA3aJIO MCKIIIOYMTEIbHO OOMb- 
W0€ BJIMAHHe Ha pasBuTve BCeH MaTemaTHKHK. Uccaegopanua Boxu u JloGayes- 
CKOFO B OOMACTH AKCHOMATHYECKOFO NOCTPOeHHA FeEOMETPHM MOOK HAYaJIO 
Pa3BUTHIO COBpeMeHHOrO aKCMOMAaTMYeCKOrO MeTOAa B MaTeMaTHKe. B cBA3H C 
HEe€BKJIMJOBOH TeOMeTpHel BNepBbIe BO3HHK BOMpOcC O NOJbHOM aKCHOMATH- 
YecKOH CHCTeMbl, OO OTCYTCTBMM B He MpOTHBOPedHMK, NpodNemMa CO3,aHHA 
mofeiM wT. 0. B cBa3v Cc 3THM RONPOCOM CcbiIatoch Ha AoKan JI. Kaabmapa. 
Tombko OTMe4alO, YTO AKCHOMATHYECKHM MeTOA NpKOOpe OoMbiwoe 3HaYeHHe 
He TOJIbKO B MaTeMaTHKe, HO uM B dusnKe. B Boabwon CopetcKod OHuMKIO- 
nequu 06 9TOM MuueTca crefyrousee: ,,.lomoKMTebHOe 3HAYCHHE aKCHOMATH- 
 ueckuii MeTOX U310%KeCHHA MpHOOpesr B MeXaHNKe M B TeOpeTH4eCKOH Hauke. 
AkcvomaTu4eckoe MOCTpoeHHe CTATHKM BOCXOHT elle K APXUMe LY, BceH KJlaCCK- 
yeckOii MexaHuKu — HbwtTouy. Kaaccuy¥eckKuM NpuMepoM akCHOMATH4ECKOrO 
VZIOOKEHUA pagsfesa PU3HKH MOXKET CAYKMTS TepMoAMHamuKa. “ (BCO,T.1.cTp, 616.) 

OueHb MHTeEpeCcHO HCCJIefOBAaTb, B Kako crenenu camu Boan u Jlo6a- 

23 Hanpumep H. B. Mapkos B CTaTbe »oHayeHHe pCO REED ES HOCENEBEROND AA 
dusukn“ (PunocodcKue Bonpoce! COBpeMeHHON dpusuxu. Mocxsa 1952, erp. 212) numer: 
yl COMETPHA, CAEAOBATENbHO, CCTh BETBb, OTPAaCiib, yacTb (pusuKn®. 
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YeBCKMM OCO3HaIM MeOOrMYecKMe MOCAeACTBMA COOCTBEHHOTO OTKPbITHA- 
Hacrosumi poKla, npexKne BCerO MOCBALeH HeOOTH4eCKOMY 3Ha4eHHIO reo- 
metpun Bosau—ZJlodayespckoro, a He CaMOMY MMPOBO33peHHto Bosn u Jloba- 
ueBCKOro. Ognako, CKa3aHHble MOKasbiBaloT, 4TO Anow Boxu TakoKe, KaK UM 
H. VW. Jlo6auesckuv OblIM B OCHOBHOM BOHHCTBYIOULMMMA MaTepHaJIMCTaMH , 
HeEOOXOMMMO, KOHEYHO, y4eCTb, YTO OHM He MOPMIM 3HaTb AMaeKTH4e- 
ckoro MaTepuaiusma. B mbiuienun Anowa Boan Obiim ene Metapusnyeckue 
3eMeHTbI, OMHAKO, AMAeKTHYeCKOe MbILIIeHHe eMy He ObII0 YyKIO. /l1a npu- 
Mepa mIpuBefly MaleHbKyio unTaty. B Tpyfze O KOMMIeKCHBIX 4MCIax Boan 
nuwet: ,Bo3bMem KpoMe 9TOFO KakytO J1MOO COBCeM CyOCTAHIMaJIbHy!O Bellb: 
HanpuMmep HYJIb, Tak KaK HHYTO eCTb TOJbKO JIMUIb OTPUUaTeJIbHOe NMOHATHE 
M €C/JIM PaCCMOTPeTb 3TOT BONpPOC GIWKe, TO J€rKO NOHATb, YTO HEBO3MO)KHO 
‘0603Ha4aTb HMYTO M NoOsBepratb ero ONepauMaM. Hesb3A yTBepxKaTb KM TOFO, 
4TO, HanpuMep, a+0 paBHO @ NOTOMY, 4TO B 3TOM CJIy¥ae HHYErO HE HYIKHO 
lipwOaBuTb K @, Tak KaK MO 9TOM xKe MpH4NHe HeEOOXOAMMO ObIIO Obl yTBep- 


a oO o 
QUTb MU TO, YTO oe Taxon Oonee CTpOrMH NOAXOA Cpa3zy NOKa3sbIBaeT, YTO 


MeTaU3HKa U3.10%KEHHA HyJIb (O) WO CHX NOP ONMpatach Ha BeCbMa JIO)KHOE 
ocHopanue.“ (Crp. 240—241.) CpaBHuM Tenepb 9TH COBa C CAOBAMM DuHresbca 
oO HyJle, B MpumeyaHuaAX «K ,,/lManexTuKe npupogb<:* ,Hyb O6naqaeT BeCbMa 
OnpeesIeHHbIM COfepsKaHnem.“ CpaBHeHue 9TO, KaxKeTCA, He HyKMaeTCA B KOM- 
MeHTapHAX, TakWKe KaK M BbICKa3bIBaAHHA DuHrerbca wu Bosu, BelOpaHHble B 
KavectTBe anurpaos HacTOAerO AOKIaa, KOTOPbIe ACHeEe BCerO AOKA3bIBAIOT 
MaTepHaJIMCTHYeCKHe B3rIAtbl Boan. 

CkazaHHbIM A KeIaJI MOKA3aTb, KAKMM OFPOMHbIM, 3HAMEHYIOUIMM amoxy 
COObITHEM MCTOPHM MaTeMATHKMM ABMJIOCh OTKpBITHe reometpun Bosu—Jloba- 
4YeBCKOFO HM KakOe OOMbINOe 3HAYEHHE OHO MMeeT WIA OOPbObI MaTepnasM3Ma 
C ugeamu3mMom. Mb! BuyeIM, YTO OTKPbITHe reometpun Bosu—Jlo6ayescKoro 
ABUIOCh HOBOK NOOeMOH MaATePpHaMCTHYeCKOFO MMPOBOZ3PeHMA, PasrpOMMBUIeH 
,OPelbl, POKNEHHbIe (panTasuen* upeau3ma. OTO xe OTKPbITHeE ONPOBeprHy.10 
HeNpaBUJIbHbIM KAHTOBCKMM BSI'IA, Ha MPOCTPaHCTBO, H OMHOBPEMEHHO OCBETHIO 
HECOCTOATEbHOCTh MeTaPH3H4eCKUX B3rIALOB. TakuM O6pasomM, OHO NpaBHJIbHO 
OObACHHIO COOTHOMMeHHE MaTeMaTHKH K eMCTBUTebHOCTH BOOOue. Mbt, 
BEHTeEPCKME MATeMATHKM, JaJIbIUe MpOOJDKAA Hay4YHOe HaCeACTBO ropsOcTH 
BeHrepckonw HayKH AHoua Bosau, BbICOKO NOAHHMAeM 3HaMA NporpeccuBHOKt 
HayKu. ,Hayka 3HaeT B CBOeM pa3BUTMM HEMAIO MYKECTBEHHBIX J10]eli, 
KOTOPbI€ YMC.IM JIOMaTb CTapoe HM CO3faBaTb HOBOe, HECMOTPA HM Ha Kakne 
MpenaTcTBuA, BONpeKH BCemy“ — roBopuT TOBapuuy CTanun. K ancy TaKkux 
MMeHHO Joe, OTHOCUTcaA Ano Bosn. B cpBoei noscequeBHoi padoTe MBI 
QOJDKHbI YepMaTb CHJIy M3 NamMaATH AHoula Boau, reHvasbHOro MaTeMaTUKHH, 
CMeO OOPOBIUEFOCA NPOTHB BEKOBbIX MpespaccyAKOB 3a Hay4Hy!O Mpapyy. 


* [nanexTuka mpnpoppi, nap. 6-oe (Maprusgat, 1935), erp. 115. 


O MIOHATHM MPOCTPAHCTBA B TOMOJOrUM 
TM. C. AJIEKCAHJPOB (Mocksa) 


OAHHM M3 OCHOBHBIX MOcnegcTBMA cos—aHus HE€BKJIMJOBOK TreoMeTpun 
ABUIOCh NOSHAHME TOTO akTa, 4TO CHCTeEMA EBKJIMAOBOM TeOMeTPUM He ABAeTCH 
CAMHCTBEHHOM MBICMMOM TeOMeTPH4eCKON CucTeMOM. TakHM O6pa30M, BOSHUKIAa 
npoOsemMa U3y4eHHA pasIM4HbIX CHCTeEM reomMeTpM4ecKux oOpa30B, yOBeT- 
BOPAIOUMX TEM WJIM MHbIM aKCHOMaM. Pa3M4HbIe TakMe CHCTeMbI reOMeTpH- 
4eCKUX OOpas0B (,,MHOrOOOpa3nA* UWIM ,,a0OCTpaKTHBIe MpOcTpaHctBa“) cocTaB- 
NAOT MpPeCAMET M3Y4eHHA Pas/IM4YHbIX TEOMETPU4ECKMX JMCLMMIMH (pa3z1M4HbIXx 
»TeCOMeTPUH “). 

B HacToalem OKaye HaC MHTepecyloT Te AKCHOMATHYeCKM BBeACHHbIC 
FEOMETPH4eCKHE COOTHOLICHMA, KOTOPbIe Ha3bIBAaIOTCA TOMOMOPMYeCKUMM VM M3y- 
4YeHHEM KOTOPbIX 3aHMMAeTCA TONOJIOrHA. 


Bneppble Ha NyTb AKCHOMATHYeECKOFO M3Y4EHUA OCHOBHBIX TOMOAOrM4eCKUX 
NOHATHK Tpeyesa WM HeMpepbIBHOCTH BCTyNMAM dpaHuy3cKuM MaTemaTuK Mopuc 
@Ppewie u BbiaouMicA BeHrepcKHM MaTemMaTUuK PpugzAbew Puce mpnmepHo B 
_ OHO M TO >KE BpemAOKOO 1906 rofa. Ppewsre B cBOeH AUCCepTallMM BBE 
Takwe HbIHe MpO4HO BOWeMUIMe B MaTeMaTHKY NOHATHA, KaK MOHATHA MeTPH- 
YeCKOrO MpOCTpaHCTBa, KOMMAKTHOCTH UM NOJHOTHI; KpoMe TOrO, B AMCCepTaunn 
@pewsle WMewTCA MHOFOYNCAeHHbIe NMONbITKM NOAOMTM K NOCHATHIO TONOIOrH- 
yeCKOrO MpOCTpaHCcTBa, T.€. JaTb AaKCMOMATMYECKMA MOAXOA. K OCHOBHBIM TONO- 
JOPMYeCKMM COOTHOWICHHAM (MpefesbHad TOYKA MHO)KECTBA, HEMPEPbIBHOCTb 
oOTOOpaxKeHud) HENMOCPEACTBEHHO, MMHYA MOHATME paccTOAHHA. OpHaKko, B 
STOM OTHOWeHHH Ppemwe ycnexa He MME: Cpe MHOTOYMCJEHHbIX, Mpesio- 
MKEHHBIX MM BaPpWaHTOB MOHATHA TOMOJIOPM4YeCKOrO MpOCTpaHCTBa HM OMMH He 
MOMKET C4MTATbCA yaBUIMMcA. C ApyroM CTOPOHbI, MpMOAMBUTebHO B 3TO KE 
Bpema D, Pucc opmy.upyeT akcMOMbl TOMONOrM4eCcKOrO MpoOcTpaHcTBa, He- 
NOCpeACTBEHHO AKCMOMATU3MpyA MOHATME NpesebHOK TOYKM WM NpPMXOAA TAKUM 
O6pa3om K KJaccy TOMOJOrMYeCKHX NMPOCTPaHCTB, KOTOPbIM MOA Ha3BaHHeM 
Knacca 7,-npocTpaHCTB — 3aHaI B COBpeMeHHOU TOMOROrMM BHOMHE 
OKOHYATEIbHOE MeCTO. 

Virak, nepBbiM yJa4HbIM BBeAeHHEM MOHATHA TOMOTOTMYeCKOTO 
npocrpanctBa Hayka OOaszaHa @. Puccy. I]pu aTOM BecbMa MpiMeaTesbHO, 
uto ©. Pucc npeoxKul cpasy #Ke MIpAMy!O aKCMOMATHKY TOMOMOPM4eCKOrO 
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MIpOCcTpaHCcTBa, T. €. AKCMOMATHKY, KaCarolllyloca HeMOCpeACTBEHHO TOMOOrA- 
YeCKH MHBapHaHTHbIX COOTHOLUeHHM (B JaHHOM CJly4ae, COOTHOLUCHHA MOKA 
MHOMKECTBOM KM MHO)KECTBOM €FO MpefeJIbHbIX TOYeK) HM He MOVJIb3yrOLytocA 
HUKaKMM BCNOMOraTeJIbHbIM almmapaTOM (KaKMM ABJIAeTCA, HaNpwMep, NOHATHE 
cucTeMbl OKpecTHOcTeiw). Ha aTOM MOCAeMHEM MOHATHM AKCHOMATHKA TONOOrH- 
ueCKUX MpoctpaHcTB nocrpoena Xaycgopom B 1914 rogy, B ero M3BECTHOK 
KHure moO TeopHH MHOKeCcTB. AKcMOMaTuKa Xaycyopda onpesetseT nmpo- 
CTpaHCTBa, MB3BeCTHbI€ MO HasBaHHeM XayCAOpdoBbix WM 7,-MpoOcTpaHctB. 
DToT Kacc ABIAeTCA GONee y3KMM, 4eM KUIACC BBeeHHbIX Puccom 7,-npo- 
CTPaHCTB M BbIJeAeTCA CpeqM HUX OOsIee CHJIbHOK, TAK Ha3bIBaeMOM XayCLOpPo- 
BOM AaKCHOMOM OT/eJIMMOCTH. 

B xacrosujee BpeMA kKaCCMuKAWMA TOMOMOrMYeCKHX MpOCTpaHCTB NO 
AKCHOMAM OTJeMMOCTH YKE BHOIHE ONpesemMach MU HMeeT CeMYIOLWIMH BHI. 
Mlounatwe TOomOTOrM4eCKOrO MpOCTpaHCTBa B LIMPOKOM CMbICIe CIOBa, He mpef- 
mojaraeT HAKAaKMX AKCMOM OT/eJIMMOCTH: NO TOMOMOTMYeCKMM MPOCTPaHCTBOM 
POHMMAETCA MHO)KECTBO 3JIEMEHTOB MIPOM3BOJIbHOK MPHPOAbI (Ha3sbIBAeMbIX TOY- 
KaMM MpOCTpaHCcTBa), B KOTOPOM BbIJeJIeEHbI HEKOTOPble MOAMHOKECTBA, Ha3bl- 
BaeMbl€ OTKPbITbIMA MHOMKECTBAMM flaHHOrO MpOCTpaHCTBa; MpH 9TOM Mpes- 
NONararoTCA BbINOJIHCHHBIMM CJlelyiolve AKCHOMBI TONONTOTHYeCKOLO 
npocTpaucrTsBa: 


CyYMMAa 1160TO 4HCAMA HM NepecedeHne KOHEYHOrFO 4UCNA 
OTKPBITHX MHOKECTB CYTb OTKPbITHIe MHOKECTBA; BCE NPO- 
CTPaHCTBO HM NMYCTOe MHOKECTBO ABAAWTCA OTKPHITHIMH. 


SaMKHYTbIE ~MHODKECTBA ONpeeAIOTCA Kak JONOMHEHHA K OTKPbITHIM. 
OueBuAHO, 3aMKHYTbI€ MHOKECTBA YOBIETBOPAIOT CJIEMYIOUIMM yCJIOBMAM : 
nepeceyeHne s000r0 4HCa KM CyMM@ KOHe4HOFO 4HCIa 3aMKHYTbIX MHO)KECTB 
3AMKHYTbI; BCE MPOCTpaHCTBO M MYCTO€ MHOKECTBO ABIAIOTCA 3aMKHYTbIMH 
MHO)KECTBAMH. OTCIOa BbITeKaeT, YTO MepeceweHHe BCeX 3aMKHYTbIX MHO)KECTB 
npoctpanctsa R, cofeprKaulMx aHHOe MpOusBOAbHOe MHOKeCTBO M, ecTb HaH- 
MeHbIee 3aMKHyTOe MHOMKeCTBO [M], cogsepKattee MHOKeECTBO M ; MHOKECTBO 
[M] Hasbipaetca 34MbIKAaHMeEM MHOxKecTBa M, a ero TOUKH — TOUKAMH 
NpWHKOCHOBeHHSA MHOKEeCTBa M. 

Onepauva 3aMbiKaHua, CTaBALIaX B COOTBeETCTBHE KaKOMY MHO>KecTBy M 
ero 3ambikaHne [M], ynopreTBopxeT CeMyIOULKM YCJIOBKeM : 


i; [M, U M,]| ate [M,] U [M,], 

2° ME[M}, 

3° [[M]] = [1], 

4° 3amblKaHwe nycToro MHOMKeCcTBa Mycta: [4] — A. 


MOoxKHO ObLIO Obl ONPEPeMTh TONONOFH4ECKOe MPOCTpaHCcTBO, NOTPeboBas, 
“TOObI JIA KAKLOFO NOAMHOKEeCTBa M jaHHOrO MHOxKECTBa R GOBLIO ONpeneeHO 
samblkaHue [M] Tak, 4TOObI npH 9TOM BbINOAHANMCh ycnoBuA 1°—4°; mocne 
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STOTO 3AMKHYTbIC MHOKECTBA ONPEMEIMIMCh ObI, KAK MHODKECTBA, COBMAaa‘oulue 
CO CBOMM 3aMbIKAHHEM, a OTKPbITBIE — Kak MHOMKECTBA, JONOJHUTeIbHBIE K 
3aMKHYTbIM. OnpejesieHHble TAKUM OOpa3z0Mm TONOsOrM4ecKue NpOctpaHcTBa CyTb 
B TOMHOCTH Te CaMbIC, KOTOPbIe MbI ONPeMeNHIM CHa4aa MOCpeACTBOM OTKPBbITbIX 
MHOKeCTB.- Tako cnoco6 BBexeHHA MOHATMA TONONOrMYeCKOrO MpoctpanctBa 
npHHawiexuT KypatoscKomy (1922), Koropbiit Takum o6paz0m uM saBAAeTCA 
aBTOPOM COBpeMeHHOrO HANOONee WHPOKOTLO NOHATMA TONONOrMYeCKOrO 
npoctpaHctpa. 


MocrenenHoe cy>keHue Kacca TONOAOrM4eCKUX NpocTpancTs OcyulecTBIA- 
€TCA NOCPeACTBOM BBEMEHUA BCE YCHJIMBAIOWMXCA-aKCHOM OTAeIMMOCTH. Haz0Bem 
OKPCCTHOCTbIO JaHHOFO MHOKECTBA (JaHHOH TOYKH) 11060€ OTKPbITOe MHOXKECTBO, 
comepKalilee 3TO MHOKECTBO (9TO TOUKY). TlocneqoBaTeIbHbIe AKCMOMBI OTIeJIM- 
MOCTH (hOpMy/IMpytOTCA Tak: 


Akcuoma 7, (Koamoropos). Ws seakux jpyx pa3M4HbIX TOYeK 
MpOcTpaHcTBa MO KpawHeH Mepe OHA MMeeT OKPeCTHOCTb, He COeprKallly10 
BTOpyto TOUKy. 


Axcuoma 7, (Pucc). M3 npou3sBonbHbix AByX pa3IM4HbIX TOYeK Npo- 
CTPaHCTBa Ka)K\ad HM€CT OKPECTHOCTh, He COJepxKalllyio BTOPyWO TOUKy. 


Axcuoma 7, (Xaycaop®). Jlo6bie ABe pa3z1M4HbIe TOUKM MpoOcTpaHCcTBa 
MMEIOT HeMepecekalouvecA OKPeCTHOCTH. 


AxkcuomMa 7;. Kakosbl Obl HH ObIIM TOUKA X MH 34MKHYTOe MHO)KECTBO 
@, He cofepykaulue 9Ty TOUKy, TOYKA X MW MHOKECTBO PM uMeWT HeNepece- 
KalollWecd OKPeCTHOCTH. 


Axcuoma 7,. Bcskne apa HemepecekatollMecd 3aMKHYTbICE MHOKECTBA 
MMEIOT HeMepecekaloulMveca OKPeCTHOCTH. 


Axcuoma Pucca 7, 3kBMBaJIeHTHa TPeOOBaHHtO, YTOObI BCAKO€ MHO)KECTBO, 
COCTOAee H3 OHOM TOUKM, ObIIO 3aMKHYyTbIM. TlosTOMy M3 OTIeIMMOCTH 
(NOCpeACTBOM. OKPeCTHOCTeH) 3aMKHYTbIX MHOMKECTB HE CJeAyeT OTCIMMOCTE 
Touek. UTOObI He OCJOXKHATh 4pesMePHO BCIO CHCTeMy, MbI HasbipaeM 7)- 
NpOcTpaHcTBaMM JIM PHCCOBCKMMM IMpOCTpaHCTBaMM TONMOMOrM4eCKHe Mpo- 
CTpaHCcTBa, yAOBeTBOpAIOUMe akcnomMe 7,, a 7\-NpOCTPaHCTBa,- yAOBMETBOpA- 
joulMe akcHoMe 7; COOTB. 7, Ha3bIBaeM 73- COOTB. 7,-MpOCTpaHCTBaMK. T;-m1po- 
CTpaHcTBa HasbIBaloTCd HMHaYe PeryAPHbIMH, a 7, — HOPMAABHBIMK 
MpOCTpaHcTBaMH. : 

Hapagy c OTAeIMMOCTbIO NOCpeACTBOM OKpeCcTHOCTeM, KOTOpaA Jleria B 
OCHOBY TOJbKO YTO NPHBEAEHHON KACCMPHKAMM TONOMOFHYECKHX NPOCTPAaHcTB, 
WMeCTCA eule APyrow NOAXOA K OTACMMOCTH, HMCHHO TaK Ha3biB. py KWH O- 
HalbHad OTHETHMOCThH. Mobi CKaKeEM, 4YTO Ba 3AMKHYTbIX MHOKCCTBA 
@, wv @®, yanHoro 7,-mpoctpanctea R dyHKUMOHaIbHO-OTACMME:, CCIM cymuecT- 
ByeT OnpefeseHHad BO BCeM MpOCTpaHcTBe R vw Henpepbipnas B HEM JeMCTBH- 
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TeibHaa dbyHKuna f,' MPMHUMAIOLIaA BO BCEX TOUKAX MHOKECTBA D, sHayeHHe 0, 
BO BCeX TOUKAX MHOMKeCTB @M, 3HayeHHe | MH YOBJETBOPAIOWAaH HepaBeHCTBy 
0 < f(x) = 1 Bo Bcex TOYKax XER. 

Il. C. YppicOHOM OblIO OKAZAHO 3aAMEYATEJIbHOE MPeMIOHKEHHE, USBECT- 
Hoe MO HasBaHneM JIeMMbI YPbICOHA M 3akNO4aOlaAcCA B TOM, 4TO 'B 
HOPMAJbHOM MpOCTpaHcTBe BCAKHE ABa HEeNepeceKawilnecaA 
3AaMKHYTHIE MHOKECTBA PYHKUMOHATBHO OTLENMMBI. Tak Kak C 
Apyrolt CTOPOHbI O4EBHHO, YTO BCAKME [Ba PYHKUMOHAbHO OT/EJIMMbIE MHO- 
}KECTBA OTACJIMMbI M NOCPeACTBOM OKPeCTHOCTeH, TO B CHJIy JIEMMbI YpbIcoHa 
TpeOoBaHve (PYHKUMOHAIbHOM OTJEMMOCTM, MpHMeHeHHOe KO BCeM mapam 
HeMePeCeKAIOUIUXCA 3AMKHYTHIX MHOKECTB JAHHOFO NPOCTPaHCTBAa, IKBABAJICHTHO 
TpeOOBaHHIO OObIMHOH OT/AEMMOCTM MOCPeACTBOM OKPeCTHOCTEH. Oyuako, ecu 
noTpe6yeM TOJbKO, 4TOObI KaKaA TONKA 7\-MpoOcTpaHcTsBa Obia PyHKUMOHAaIbHO 
OTMeIMMa OT KaKJOrO He COfeprKalerO 3TY TOUKY 34MKHYTOFO MHO)KECTBA, TO 
Mbl TIOAY4HM HOBbIM, OKAZABLUIMMCA UPesBbI4aMHO BayKHbIM, KIaCC MPOCTPaHcrTs, 
Gosee y3KMii, YeM KACC PeryAAPHBIX, H OOee WIMPOKHM, YeM KaCC HOPMAJIb- 
HbIX MpOcTpaHcTB. JTOT KIacc MpocTpaHcTB Obi BBefeH A. H. THXOHOBBIM 
Bp 1925 r. NOW Ha3BaHveM KlaCCa BNOHE peryIAPHbIX NMpOCTpaHCcTB. OTH Npo- 
CTPaHCTBa Ha3bIBaloTCA TakoKe 7,-MpOcTpaHcTBaMH WIM THXOHOBCKUMH 
NpOCTpaHCTBaMM. GHAYeHHe THXOHOBCKUX MPOCTPaHCTB OCOGeHHO BbIACHACTCA B 
CBA3M C TeOPpHeH OMKOMMAKTHbIX MPOCTPaHCTB, K KOTOPOH MbI eule MeperyemM ; 
OHO CBA34HO C TEM, YTO CBOMCTBO NOMHOM PeryAAPHOCTH MpPOCTpaHCTBa ABIAeTCA 
(B OTM4HE OT CBOMCTBA HOPMAJIbHOCTH), KaK TOBOPAT HAC TE ACTBEHH bIM, 
T. €. NPMHasexKa JAaHHOMY NPOCTpaHcTBy MPHHAaMIEOKUT WH BCAKOMY JIe>KaLeMy 
B HEM MHODKECTBY.” 

JlanbHewiad cneynaiM3sauna NMOHATHA TONMOMOrMYecKOrO MpocTpaHcTBa 
NPOUCXOAMT B [BYX COBEPLUeCHHO paa/IM4HbIX HaNpaBJIeHHAX: NePpBOe M3 HHX 
3aKMO4aeTCA B TPeOOBAHHM CYLIECTBOBAHMA B. MpoctpaHcTBe cC4éeTHOH Oa3bI." 
ITO TpeOopanve B Cuy cpyHaMeHTatbHOH Teopempl I]. C. Ypsicona Bbipa- 
*KaeT yCOBMe, HeEOOXOMMMO HM fOCTATONHO JIA TOrO, 4TOObI HOPMasIbHOe 
MPOCTPaHCTBO ObIIO TOMEOMOPPHO MHODKECTBY, JI@KAUIEMY B PHJIbOePTOBOM 
NpOcTpaHcrpe. 

Ecim K aTOMy TpeOOBaHHIO MPHCOeAMHUTL TpeOoOBaHve KOHEYHO pasmep- 


1 Oro6paxenne f TONONOrMYecKOrO npocTpancTBa X B TONONOrHYeCKOe MpOcTpaHcTBoO 
Y HaapipaeTca HeNpepbIBHbIM, CCAM NOAHBI NPpOOOpas BCAKOTO OTKPbITOrO B Y MHOxKeECTBa, 
€CTb OTKPbITOe B X MHOMKECTBO; CHCTRHTebHAA HeMpepbibnad yHKUKA, ONPesenenHad B 
npoctpancine X eCTh HenpepbiBHOe OTOOPaxKeHHe ITOFO MpOCTpaHCTBa B YHCAOBY1O NpAMyW. 

2 Bcakoe mHOxKecTBo M, nexKauee B TONOMOrHYeCKOM nmpoctrpanctse R, sBnaetca 
TONOAOFH4ECKHM MPOCTPaHCTBOM: OTKPbITbIMH B M CuHTaOTCA MHO)KECTBA, - ABIAIOUHECA 
mepeceyeHHem. MHOxKeCTBA’ M C OTKPbITbIMH MHOOKECTBAMH MpOCcTpanctBa R. 

§ Basoi Tononornyeckoro npoctpanctra R waspipaeTcs’ m106aa cuctema B OTKPbITBIX 
MHOKECTB STOO NpOCTpaHcrBa, OOnayawoueA TEM CBOHCTBOM, ¥TO BCAKOE OTKPbITOe 


MHOKECTBO NpPOCTpakctBa R ABAAeTCA CYMMOM HEKOTOPbIX MHO)KECTB, ABAAIOWUIHXCA OeMeH- 
Tamu cucTembl B. 


O nonatuu npocrpanctsa B TONOAOrHH 4T 


HOCTH,' TO NOJY4MM yCOBMe, HEOGXOAMMOE M AOCTAaTOUHOe Aa TOTO, 4TOObI 
MPOCTPaHCTBO OblLIO TOMEOMOPPHO MHO>KECTBY, JI@KALIEMY B €BKJIMJOBOM Mpo- 
CTpaHCTBe TOTO WIM MHOTO “MCA M3MepeHNii. 

Mbi nojly4aem TakMM OOpaz0M pelmleHue nepBoi OCHOBHOL 3ayja4uu, CTOA- 
uleH Nepex OOuje Teopue TononOrmyecKux npoctpancrR — 3aqa4un »OPM- 
4eckoro cnycKa“ OT HanOouee OO6uIMxX OO6pas0BaHHi — TononorM4ecKUx 
NPOCTpaHCTB B CaMOM LIMPOKOM CMbICJI€ CJIOBa, K TOYCYHBIM MHOKECTBAM 
TMIbOEPTOBA M EBKIMJOBbl MpOCTpaHcTB: HOPMAJIbHOCTH (HM aKe ye 
peryapHoctb)® BMeCTe C HAAMYMEM C4Ye€THOH Gasp BNOMHE xapak- 
Tepu3yeT C TOMONOrM4eCKOH TOUKH 3peHHA MHOKECTBA, WeKauluve B 
THUIbOe€PTOBOM NpOCTpPaHCTBe, a COBOKyNHOCTh TpeOoBaHUik 
perybAPHOCTH, HANMYMA CYETHOK Oa3zbl M KOHEYHOH pas- 
MEPHOCTH Cpa3y Aae€T MHOKECTBA, NeKaULHe B CBKANAOBBIX 
mpoctTpaucrTsBax. . 

C mpo6semoxv TonosornyecKow xapakTepu3allMu ,9/IeMeHTapHbIx“ TOYeY- 
HbIX MHOKECTB (T. €. MHODKECTB, JI@OKALIMX B THIbOeEPTOBOM HM eBKJIMOBbIX 
MpOCTpaHCcTBax) TeECHO CBAZAaHa BTOPad OObUIaA MpoOeMa TeopHu TONOMOrH- 
4eCKUX MPOCTpaHcTB, NPOONeEMaA METPH3ZAWHN, T. e. HAXOKMEHHE HEOO- 
XOJMMBIX WM JOCTATOYHBIX YCIOBMK JIA TOrO, 4TOObI TOMOMOrMYeCKOe Mpo- 
CTPaHCTBO ObIIO TOMeOMOppHO MeTpHY4ecKOMy. Tak Kak BCAKOe MeTpH4ecKoe 
MpOcTpaHcTBO — HOPMAaJIbHO, MW rHIbOepTOBO NMpOCTpaHCcTBO ABAAeTCA MeTPH- 
YeCKUM, TO MIpMBeeHHAA TONbKO Teopema YpbICOHA O TOM, 4TO BCAKOE 
HOPMAJIbHOe MpPOCTpaHCTBO CO CYHEeTHOM Oa30H TOMEOMOPHO HEKOTOPOMy MHO- 
SKECTBY, JI@)KALIEMY B FHJIbOepTOBOM MPOCTpaHCTBe, MOXKET ObITb CiopMy.IM- 
poBaHa cylefyioulwM OOpaz0mM: /l1A TOTO, TOOK] NPOCTPaHCTBO CO 
C4uéTHOK Oa30K ObIIO METPH3yeMO (T.e. TOMEOMOPPHO MeTpHYe- 
CKOMY MIpocTpaHcTBy) HEOOXOMUMO UH FOCTATOUHO, XTOOK OHO ObIO 
HOPMAJIbHO. 

O6ulai npo6nema MeTpu3ayHH — Oe3 MpeNOOKeHHA HaM4MA y Npo- 
CTPaHCTBa CYéTHOM OasbI B TeYeHMe Tpex JeCcATHETHH He NOMaBalacb PeLeHHio, 
HECMOTPA Ha MHOFOUHMCEHHBIE NMONMbITKM, JeaBLUIMeCA pa3JIMYHbIMM aBTOpaMH. 
Hpapya, popMasbHO pewieHHA 9sTOK NpOOeMbI MaBasiMcb, M He OAMH pa3, HO 
HM OHO M3 9THX pelleHui (mepBoe u3 Hux Obwio paHo [I]. C. AneKcaHy- 

4 Teopua pasMepHOCTH He BXOJMT B TeMy JTOTO AOKMAaMa, NOSITOMY A OrPaHHHBalOCch 
TEM, UTOObI H@NOMHHTb JHLUIb HHAYKTHBOM ONpeseneHve pasmepHoctn. Tycromy MHO>xKeCTBY 
NPHNUCHIBAeTCA PasMepHOCTh —1; NpeANoNOKUM, YTO yoRKE ONPeAeNeHbI NPOCTPaHCTRAa pas- 
MepHocTu n—I1. Mbt ckaxxKeM, 4YTO TONONOTrHYeCKOe NpocTpancTBO R uMeeT PasMePHOCTh N, 
ecm y Hero cyulecTByeT 6a3a, rpaHMUbI 3/1eMeHTOB KOTOPOH HMCIOT PasMePHOCTh <S n—l 
M eCAM B TO Ke BPeMA B AAHHOM MpOCTpaHCTBe HET Oa3bl, FPaHHLbl IIEMEHTOB KOTOPOK 
umenn Obl pasmMepHocTh n—2. Tog rpannyed Kakoro-n460 OTKPbITOrO MHOKECTBA GB 
TONONOrHYeCKOM MpOCcTpaHCTBe R MOHHMAeTCA MHOMKECTBO BCEX TOYEK NPHKOCHOBEHHA MHO- 


sKecTBa J, He NPHHaANExKaulHx ITOMY MHOKECTBO, T. €. MHOKECTBO [F]\I. 
6 Kax noxasan A.H. TuxoHos, BCAKOe peryaapHoe nmpoctpancrso co c4uéTHOH 6a30%K 


HOpMasbHO. 
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pospim Hu II. C. Yppiconom B 19231.) He Moro CHMTaTbCA YAa4HbIM Mi 
OKOHYATEIbHbIM, B BUY TPpOMO3JKOCTH M MCKYCOTBEHHOCTH MpeMIO>KEHHbIX 
ycllopuii. OKoWYaTebHOe, BO BCEX OTHOUICHMAX HCYEpMbIBAalOLee pellleHHe 
6110 WaHo B 1950 r. MoO_bIM coBeTcKHM y4eHbIM IO. CMupHoBnim. Ha3z0Bem 
KaKy10-J1M00 CHCTeMY MHODKECTB, J1€KALUMX B HaHHOM TONOOrH4eCKOM Mpo- 
cTpancrBe, OKA bHO KOHEYHOR, CCIM KMKIaA TONKA MPOCTpaHcTBa uMeeT 
OKPeCTHOCTbh MepeCeKAaIOLYIOCA JIMUIb C KOHEYHBIM 4HCJIOM 3JIEMeHTOB JaHHOH 
cuctembl. Teopema CmupHosa dopmyiupyetca tak: jlna Toro, 4TOOBI 
TONOMOFHYeCKOEe NPOCTPAaHCTBO OyA0 METPH3YEMO, HEOOXO- 
AMMO HM WOCTATOYHO, YTOOK! OHO ObINIO PeryAAPHO MH UMELO 
Oa3zy, KOTOpaAH MOKET OWTb NpeAcTaBNeHa Kak CYMMA He 
6onee 4eM CHETHOTO Y4NCNaA WOKANIbBHO KOHECYHBIX CHCTEM 
OTKPBITbHIX MHOKECTB. OTOT 3aMe4aTeIbHbIN pesybTaT COMePKUT B 
KayecTBe 4YaCcTHOrO Cuy4Yad MeTPH3auMOHHy!O TeopeMy YpbicOHa: Tak Kak 
cuéTHad 6a3a KakOrO-1M60 NpOCTpaHcTBa, ECTECTBEHHO, MOMKET ObITh MpesCTaB- 
JleHa Kak CyMMa CY¥ETHOrO 4HCIa CHCTeM, Kaka W3 KOTOPBIX COCTOMT JIMLIb 
M3 OJHOFO |eEMeHTA, TO JIA MeTPH3yeMOCTM MpOcTpaHcTBa CO C4éTHOK 6a30i 
HEOOXOAMMa M AOCTATONHA ero perysAPHOCTD. 

Heo6xofMMoctTb MeTpH3alMoHHOrO ycroBua FO. CMupHosa cpasy crenyer 
M3 paHee ,OKa3aHHOrO CTOHOM CBOXCTBA NapaKOMNAKTHOCTH BCAKOrO MeTPH- 
yeckoro MpocTpaHcTBa — CBOMCTBa, 3akKHOYNaIOUleroOcA B TOM, YTO B KaKAOe 
NOkpbiTHe ° METPHYeCKOFO NPOCTPaHCTBa MOMKHO BNMCATb JOKaJIbHO KOHE4HOe 
nokpbitTve. /[OCTaTOYHOCTh AOKA3bIBaeTCA CNOCOGOM, NpeCTaBAIOLUMM MH HEKOTO- 
PbIi CaMOCTOATeEBHbI MHTepec. AMeHHO, KO. CMHPHOB NOKasbIBaeT, YTO BCAKOE 
YAOBeETBOPAIOLee erO yCIOBHAM TONMOMOrHYeCKOe NpocTpaHcTBO PR jaHHOTO 
Beca’ tT TFOMeCOMOP(HO HEKOTOPOMy MHOKECTBY, JIEKAWIeEMy B OGOOUIEHHOM 
rHJib6epToBom npoctpauctBe * H‘ pecat. AckomMoe TonOOrM4ecKoe OTOOParKeHHe 


6 Tloq noKpbirneM 3feCb HM BO BCEM AaNbHeHWIeM MOHHMACTCA CHCTEMA OTKPBITHIX 
MHOKECTB, CYMMA KOTOPbIX €CTb BCE faHHOe NpoctpancTRo. Tosopst, 4yTo noxppitue f 
BNHCaHO B NOKPbITHE @, CCIM KaKbIM IICMCHT NOKPbITHA £ COMEPXKHTCA XOTA Obl B OLHOM — 
ANeEMEHTE NOKPbITHA c. 

7 Becom Tononoruyeckoro NpOCTpaHCTBa Ha3bIBAeTCA HAaNMeHbUee Takoe KapyMHanb- 
HO€ 4HCIO tT, 4YTO B NpOCcrpaHcTBe MMeeTCA Oasa MOUHOCTH t. TakHM O6pa3z0M, npo- 
crpaHctTBa CO C4éTHOM 6a30K CyTh npocTpaHcTBa Beca No. 

§ OGo6ueHnHOe ruaBGeproBo npocrpancTBo H* seca t crpoutca Tak. Ero TouKu CyTb 
cbyHkunu £(6) onpenerteHHble Ha HeEKOTOPOM NpOnsBOAbHOM MHOMKECTBE 8 boi TH 
YAOBNETBOPAWOUIME CIEAYIOLHM YCOBHSM : 

a) 3HayeHHs hyHKuMH 5(4) CyTh AeEHMCTBMTeMbHbIe YNCIA, KOTOPbIe MOrYT ObITb OTAMYHBI 
OT HyIA He Gonee 4emM AA CuéTHOrO MHOMKECTBA BHAYeHH apryMeHTa 6; 

6) Pan >, (5())? cxonutca. Kak um B Cayyae O6bIKHOBeRHOrO ruasGeprona npo- 


CTpaHctea AA AByX TOYeK £ u 7 pan 26 ()—1(6) CXOAMTCA MH HEOTPULAaTeMbHOe YnCIO 
(= 


) 3(E(6)— 1 (@))® HasbiBaeTcA paccTOAHHeM MexKAY TOUKAMH £ uy, JlerkO npoBepsxeTca, 4TO 
aTO ONpPeMeneHHe YAOBNETBOPAeT BCEM AKCHOMAM PaCCTOAHHA B METPHYECKOM MpOcTpaHcTse. 
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npoctpauctsa R B H* crpowtca cnepytoulum o6pasom. Tpexkye Bcero u3 MeTpH- 
3alMOHHOrO ycoBua IO. CMMpHOBA BbIBOAUTCA, YTO MpoctpaHcTBO R He TOKO 
PeryJIAPHO, HO M HOPMAJIbHO, M 4YTO B HEM BCAKOE 3aMKHYTO€ MHODKECTBO ABUIA- 
€TCA MepeCeyeHHeM CHETHOFO YMCA OTKPbITbIX MHO)KECTB, M C.1efOBATebHO 
MHOKECTBOM HyJIeH HEKOTOPOK HempepbiBHOH dyHKUHH. 

Tenepb Bo3bMem Oasy y npoctpanctBa R, AB/AIOLyIOCa CyMMOM CYéTHOTO 
4MMCJla JIOKaJIbHO KOHC4HbIX CHCTEM 7, = {Ina} OTKPBITHIX MHOMKECTB Iie. 
Yepes @ o603Ha4uuM MHODKeCTBO BCex Nap O=—= (na), KOTOPbIMM OGO3HA4eHBI 
SNEMEHTHI J ',¢ Oasbl vy. Tak Kak R HOPMabHO M KaKAOe 3aMKHyTOe B R 
MHOOKECTBO ABIACTCA MHODKECTBOM hyJlei HEKOTOPOH HenpepbIBHOH BR cbyHK- 
WMH, TO AA KAaKIOTO Tq MOKHO NOCTPOMTb HeNpepwiBHy!O YHKYMIO Pra, 
YROBNETBOPAIOLy!O HepaBeHcTBy O = Pra(X)=1 ia Bcex x€R, u Obpauiato- 
WlytOCA B HYJIb BO BCeX TOYKAX MHOMKECTBA R\ Ja, MH TObKO B 3TUX TOUKAX. 
Tak Kak CMCTeMa Y» JIOKaJIbHO KOHE4HA, TO MPM aHHOM 7 B KAKO TOUKE 
X€R JMUIb KOHEYHOE YHCIO PYHKUMH Pre OTAMYHO OT Hya. TloasTomy cymma 
1+ > Pra(X) MMeeT CMbICA Id MHOOOK TOUuKM X€R u MpescraBrAeT noMOKU- 


TeJIbHY!0, HeMpepbIBHy!O BO BCeM Mpoctpanctse R dynkuuw. A notTomy u 
yHkuMu 
Pua (x) 


Vi+ > p(x) 
OnpefeseHbI MU HeMmpepbiBHbI BO BCeM R, NpH 4eM 


DgralX) <1, D nal) Ina)" < 2. 


Qna(X) = 


iy 1 a 
Tlonoxus Tenepb §na(X) = aa Ina), BUJMM, 4TO CUCTEMA §,0(X), Te X NpoKs- 


BOJIbHaA TOYKA MpoctpaHcTBa R, a O=—(ne@) npoberaet Bcé MHODKECTBO. @, 
€CTb TOUKa MpocrpanctBa H', KoTopyto u OGo3Hayaem. 4epes f(x). OnpeneneHHoe 
TaKUM O6pa30m oToOpakenue f mpocrpanctBa R B H " OKa3bIBaeTCA TOMONOFH- | 
YeCKMM, 4EM HM 3aBepliaeTca AOKazaTebCTBO Teopemb! IO. CMM pHOBa. SameTum, 
YTO JIerKO NOCTPpOMTb MpumMep xaycqopdowa HeperyapHoro MmpoctpaHcTsa, 
umetoulero Oa3y, KOTOPad MO%KeT ObITb MpefCTaBeHa KaK CyMMa cuétTHoro 
YMCIa JIOKAJIbHO KOHEYHBIX CHCTEM. . 

Cpeaqu MHOro4HCeHHBIX pa6OT, HANMCaHHBIX 3a MOCMeAHHE FTOAb MO 
BonpocaM aOcrpakTHOM TOMONOrHM (KAaK MHOFa Ha3bIBaOT TeOpHlo TONONOTH- 
YeCKMX [MPOCTpaHCTB) OOMbUIMHCTBO TaK HJM WHade CBA3AHO C MOHATHCM 
OMUKOMNMAKTHOrO NpOcTpaHcTBa. Kak M3BeCTHO, OMKOMMAKTHBIM Ha3bIBa~ 
eTCA TakOe TOMOMOrM4eCKOe MpOCTPaHCTBO, B KOTOPOM BbINOMHeHA Tak Ha3. 
teopema Bopena—JleOera, T. €. B KOTOPOM BCAKaA CHCTEMa OTKPbITbIX 
MHODKECTB, jlalOWMX B CyMMe BCE MPOCTPaHCTBO, COJEPKUT KOWEeMHy!O MOR- 
CuCcTeMy, TaKKe TIOKPbIBarOlllyO BCE MpOCTpaHCTBO (,K@KIOe NOKPbITHe COMep- 


4: Acta Mathematica 
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‘KUT B ce6e KOHe4YHOe NOKpbiTnve“). BukommakTHbIe TOMOMOrMYeCKHe npo- 
CTpaHcTBa MOryT ObITb ONpepeteHbl KM KaK TaKMe TONOMOFMYeCKHE MPOCTpaHcTBa, 
B KOTOpbIX Ka%K aA (He TOJbKO C¥éTHAA) BNOIHE yNOpaONeHHad CHCTeMa 
yObIBaIOUIUX HeMyCTbIX 34MKHYTbIX MHOHKECTB MMeeT HeMycTOe MepeceyeHHe, a 
TakoKe Kak MpOCTpaHCcTBa, B KOTOPbIX Ka)KOe GOeCKOHEYHOe MHOMKECTBO HMeeT 
XOTA Obl OMHY TOUKY: NOJHOrO HaKONJICHHA. Ilpu asTOM nO_ TOYKOK NoAHKOrO 
HaKOMIeHHA GeCKOHeYHOrTO MHOKeCTBAa M nOHMMaeTCA TONKA, KaKad OKpect- 
HOCTbh KOTOPOH mepecekaeTcA C MHOMKECTBOM M moO NOAMHOKeCTBY, HMeIOLEMy 
TY KE MOLIHOCTb, KaK M BCé MHOMKEeCTBO M. 

Cpeam OMKOMMAKTHbIX TOMOOrPMYeCKUX MPOCTpaHcTB HaKOoee MHTepec- 
HbIMM VM Ba&KHbIMM ABIAIOTCA OUKOMNMAKTHbBIe xayChOpmosBhsl npo- 
CTPaHCTBa, Ha3ZbIBaeMble MPOCTO ONKOMNMAKTAMH. 

Bce 6MKOMMAKTbI ABJIAIOTCA HOPMA@JIbBHbIMM MpOCTPaHCTBaMH HM MOryT ObITb 
OXapaKTepM30BaHbl Kak HOPMAJIbHbIe MPOCTPaHCTBa, 3aMKHYTbIe BO BCAKOM 
OObEMIIOLIEM HX HOPMAJIbHOM MpOCcTpaHcTBe ; OOMee TOrO: OHM 3aMKHYTHI BO 
BCAKOM OOBEMJIOWIEM UX XayChOppoBOM MpoctpaHcTBe, HM peryApHOe Npo- 
CTPaHCTBO, 34MKHYTOe BO BCAKOM OObEMJIIOLIEM erO XayCAOppoBom (HIM jaxKe 
TOJIbKO BO BCAKOM OObEMJIOUIEM eFO perysIAPHOM MPOCTPaHCTBe) OKa3bIBaeTCA 
OUKOMNMAaKTOM. XayCAOpoBO MpOcTPaHCTBO, 3aMKHYTOe BO BCAKOM OObEMJIOLIEM 
ero xayCqOppoBoM MpOcTpaHcTBe MODKET He ObITb OMKOMMAKTHbIM. OgHako, ecaM 
3TO CBOMCTBO 3aMKHYTOCTH BO BCAKOM xXayCAOptbOBOM mpocTpaHcTBe noTpebo- 
BaTb HE TOJIbKO OT CaMOrO faHHOrO xXaycqopospa mpoctpauctBa R, HO M OT 
BCAKOFO e€fO 3aMKHYTOFO MOAMHOMKEeCTBAa, TO CHOBa R OKaxKeTCA OMKOMMAKTOM.® 

OcHoBbI TeOpHH OMKOMMAKTHBIX NPOCTPaHCTB ObIIM 3a1OKeHbI B MeMyape 
Il. C. Anexcanazposa u TI. C. Yppicona ,O kOMmakTHBIX TONOOrMYeCKUX 
mpoctpanctBax“, eule 30 eT TOMy Ha3zaj. /lanmbHeMWee pasBuTHe 3TOH TeOpuK 
HaxOMM mpexye Bcero B padotax A. H. TuxOHOBa, KOTOPbIK BBE CBOE 
W3BECTHOE ONPefeIEHHe TONOMOFMYeCKOrO NpOUsBeAeHHA JOOOrO 4HCIa TONOOFH- 
4eCKMX MpOCTPaHCTB MH fOKasa/l BadXKHyIO TeOpeMy O TOM, 4TO MpousBesenue 
Juo60ro 4uC1a OMKOMNAKTOB ABJIAeTCA OMKOMMAKTOM. THXOHOB B 4aCTHOCTH 
BBEJI B PaCCMOTpeHHe CBOU ,,KyObI“, T. €. OAKOMMAKTHI, ABIAIOULMeECA TONOMOrN- 
MeCKMMM MpPOM3BeACHHAMM JOOOrO faHHOrO KaPAHHaJIbHOrTO YMCA OTPesKOB. 
OH joKa3as, 4TO 9TH KYObI OOsaqaloT CueAyIOULMM CBOHCTBOM YyHMBepcasib- 
HOCTH : BCAKO€ BIOJIHE PeryJIAPHOE MPOCTPaHCTBO AaHHOFO MPOK3BOJIbHOrO BeCa 
T TOMCOMOPPHO HEKOTOPOMY MHO)KECTBY, JI@KALLeMy B TAXOHOBCKOM Ky6e TOrO 
Ke BeCa, T. €. TOMOMOPMYECKOM MPOM3BeEHMM T SK3EMMIAPOB OTpesKa [0, 1]. 

TlomHa, 4TO BCe OMKOMMAKTbI ABAAIOTCA HOPMAJIbHBIMM MpOcTpaHCTBaMM 
M YTO CBOMCTBO NONHOM peryApHOCTH HaCJI€CTBEHHO, .MbI BbIBOJHM H3 TOJIbKO 
‘TO C(PpOPMy/IMPOBaHHOKM THXOHOBCKOM TeOpeMbI ,,0 NorpyxKeHun” janbHenuMit 


% Ora Tpyfkawd Teopema B BuAe rHnOTesbI, BbICKAagaHHasa TT. C. AnekcaHApOBbIM H 
Tl. C. YppicoHOM, Bnepsne Obina pOKasaHa M. CTOHOM; 6onee mpoctToe, HO BCcé «Ke 
OCTarOlleeCA FOBOAbHO TPYAHbIM OKAZaTeAbCTBO ObINO BNOCHeACTBHH paHO C. B. PomuHBIM. 
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BaKHbIA pesymbtatT: Bcakoe BnosHe perytaphHoe nmpoctpanctTBo 
MTOABKO BNOAHE peryApHoe NpOCcTpaHcTBO roOMeOMOPHHO 
MHOKECTBY, T@xKaAULEMY B ONKOMNAKTE. 

Teopema TuxoHoBa 0 norpykeHun sABIAeTCA OGOOULEHHeEM TEOPeEMbI 
YPbICOHA O BOSMOMKHOCTH TONONOrMYeCKM NOrpy3uTb BCAKOE (BnosHe) pery- 
JAPHOE MPOCTPaHCTBO CO C4eTHOK Ga30K B ruIbGeEpTOR pyHsaMeHTabHbIA Napas- 
JI€NENKMNEA, T.K. STOT MOCEAHMM ABJIACTCA THXOHOBCKMM KYOOM Beca NX, Teo- 
pema Yppicoua, eé o6006menne, FAaHHOe THXOHOBBIM U MeTDPH- 
3aUKHOHHAA TeOpeMa CMUPHOBA NOKAZbIBalT, C KAKO NPUHy- 
AUTC€AbHOK CUNOK GeCKOHEYHOMEPHHIe KOOPAMHATHHIE Npo- 
CTpauHCTBa, a BMeECTe C HUMKM — EHCTBUTeEAbHOe 4UCTO — 
BTOPrawTcaA B Ka3a0Cb Obl COBEPMeHHO HEZABUCUMYW OT 
M€WCTBUTEAbHBIX 4NCEN OGNACTH AOCTPAKTHOH TONOAOrUK; 
oOulad OCHOBA JIA 3TOFO 3aKIOYaeTCA B 3AME4ATEIbHOM MPeIOKEHMM, MpH- 
HagiexKailemM YpbiICOHY M Ha3BaHHOM BbIIUe eMMOM YpbICcoHa. 

Tlonatwe TomomorMyeckoro yMHOMKeHMA B CMbICAe THxoHOBa MpuBeno 
K PaCCMOTPeHMIO fPyrHX 3aMe4ATEJIbHbIX MPOCTPaHCTB, OMpefesAeMbIX Kak 
TonOorM4ecKHe mpousBefenua. Cpean Hux yKaxKeM Ha MpoctpaxctBo D' — 
JMCKOHTHHYYyM BeCa T — T.€. NpoOusBeseHve T IKZEMMJAPOB MpoOcTpaHctsBa, 
COCTOALerO U3 [ByX M3OMPOBAaHHbIx TOYeK (,,mpocToe ABOeTOUKe“) UH Ha TIpO- 
cTpauctso F", sBjaiouleeca npousBefeHveM tT 93K3EMNNAPOB MpocTpanctsa, 
Ha3bIBaeMOrO CBAZHBIM BOeTOUKeM. Iloq 3THM HA3BAHHEM Pa3yMEIOT e/MHCTBEH- 
HOe CBA3HOe 7,-MpocTpaHcTBO, cocTOmuee M3 ABYX TOYeK: B HEM OfHa K3 
yByX ero TOYeK OOpa3zyeT EMMHCTBEHHOE COOCTBCHHOE OTKPbITOE MOAMHOXKECTBO 
(BTOpax TO4KA, CEJOBaTeIbHO, OOpasyeT EMMHCTBEHHOE COOCTBEHHOE 34MKHYTOE 
noOf~MHOxKecTBO). IIpoctpanctsa D* u F* oGnagatoT crefywoulMmMn CBOKCTBAaMUM 
YHMBeEpCaIbHOCTH : BCAKOe 7,-MpOCTpaHCTBO Beca tT TOMEOMOPHO HeKOTOPOMy 
NOAMHOKECTBy mpoctpaHcTrBa F* uw CAefOBaTebHO,” ABIACTCA B3AaMMHOOJHO- 
3HA4HbIM VM HEMpPepbIBHbIM OOPa30M HEKOTOPOrO MHOKECTBA, Je>KalleroO B Mpo- 
ctpanctse D‘; BcaKM OMKOMNAaKT BeCa T ABACTCA HEMpepbIBHbIM OOpa3z0m 
HeEKOTOPOrO 3aMKHyTOTO MHO>KECTBA, sexKalero B MpoctpanctBe D". 

Kak u3BeCTHO, BCAKMM KOMMAKT, T. €. OMKOMIIAKT CYETHOFO BeCa, ABJIACTCA 
HEMPepbIBHbIM OOpa30M KaHTOPOBa JIMCKOHTHHYYMa D”; npu t> N, He BCAKHH 
OMKOMNAaKT BeCa T ABJACTCA HEMPePbIBHbIM OOpaz0M BCerO MpOcTpaHcTBa De 
Te OMKOMMAKTHI, KOTOPbI€ ABAAIOTCA HEMpepbIBHbIMM OOpazaMi JMCKOHTMHYYMOB 
D’, Ha3piparoTca WH AMMUUYECKUMY, OHM OYEBUIHO, OOPasyt0T MMHMMAJIDHbI 
KIaCC MPOCTpaHcTB, COfep»xKall[Mx Mapy M30JIMPOBaHHbIxX TOYeK i 3aMKHYTBIN 
NO OTHOLIeHMIO K ONepallMaM HeMpepbiBHOrO OTOOpaKeHHA HW TOMOOFMYeCKOrO 
YMHOXKEHUA. JTOT KNACC BaCYKMBACT CNEUMANbHOTO M3y4eHHA: AMANMYECKHE 
OMKOMMAKTbI OOIaqaloT MHOPMMM 3aMe4aTEbHbIMA CBOMCTBAMM, U3 KOTUPbIX 


10 QyesugHo, Bcé npocrpanHcTBo F 7 ecTh BZAHMHO OJHOSHA4HbIL WM HEIPEPIBHbIM OOPaZ 


MIpOcTpaHcTsa. 


4* 
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HekoTopbie ycTraHoBienbt H. A. Lanwupim. Hanpumep, Bcakoe HempepbiBHoe 
YNOPAOYeHHOe MHOKECTBO, KOTOPOe B cBoel ECTECTBEHHOM NOPAAKOBOH TONO- 
JIOFHM ABJIACTCA AMaMYeCKMM OMKOMMAKTOM MOMOOHO OTpe3ky 4MCIOBOM NpsA- 
MOM; JMaqu4eckHi OMKOMNAKT HE MOXKET ObITh MpeACTaBeH B BUe CYMMBI 
BHOHE YMOpAqO4eHHOH CHcTeMbI (J1060H MOLHOCTH) pacTyUIMxX HurWe He 
TWIOTHBIX MOAMHOMKECTB M T. J. 

YnoMaHyTbI BbILIe MpHMep CBA3HOrTO ABOETONMA MOKAa3bIBaeT, YTO CCIM 
NOHATMe TOMONOrMYeCKOrO MpOcTpaHCTBa OpaTb B lOCTaTOYHOH OOLHOCTH 
(a HME€HHO, paCcCMaTpHRaTb 7,-MpOCTpaHCTBa), TO M KOHEYHOe MHOXKECTBO MOXKET 
MMeTb HETPHBMabHy!O TOMOMOrMIO. KoneyHble 7,-mpocrpaHcTBa u BOObUIe T)- 
MpOcTpaHcTBa, B KOTOPbIX He TOJIbKO CyMMa, HO M MepeceyeHve OTKPbITbIX 
MHO)KECTB (B3ATbIX B JIKOOOM KOHE4YHOM HJIM Oe€CKOHEYHOM 4HCIe) OTKPBbITbI 
Ha3bIBalOTCA FUCKPeCTHBIMM MpPOCTpaHCTBaMH. YacTHbIM CJIy4aeM AMC- 
KPeTHbIX MPOCTPaHCTB ABJIAIOTCA CHMIMVJIMIMaJIbHbIe KOMIVJICKCHI. 


* y * 

BuKOMMaKTbI 3AMC4ATEJIbHbI TEM, YTO BCE OHH HM TOJbKO OHM MOTYT ObITb 
NOJYYeHbI NOCpeACTBOM CBOeOOpa3sHOrO MpefesbHOrO Nepexofa, OTNPaBIAACh OT 
KOHE4HbIX JIMCKPETHBIX MPOCTPaHCTB, HW aKE OT KOHEYHBIX CHMMJIMI[MaJIbHbIX 
KOMIJI€KCOB. ITO OOCTOATEJIBCTBO MMECET OHONbIUIOE NPHHUWNHAIbHOe 3HA4eHHe, 
TaK KaK MMCHHO OHO ABHJIOCb OCHOBOH MepeHeceHuaA Ha OMKOMMAKTHI HW NpexKye 
BCefO Ha KOMMAKTbI OCHOBHBIX NMOHATHH HM METOAOB KOMOMHATOPHOH TONONOrHK 
KOMIVJI€KCOB. 

IIpeqebHbIM mMepexog, KOTOPbIM 3feCb MMeeTCA B BUY, ObII MOCTpOeH 
MHOW B 1925—1929r.r. cHaYana [JIM KOMMaKTOB; OH OBI NOTOM O6O6”IeH 
A. [. Kypomem ja cay4ad MpOusBOJIbHbIX OMKOMMAKTOB. Tak HasblBaeMblit, 
»MPOeCKUMOHHBIN CneKTp“, COCTABJIAIOWIMH CYUIHOCTh 3TOrO annpoKCMMallMOH- 
HOrO NMpouecca, NONyYM WabHeHuiee pasBuTHe B paboTax PpopenTaag, 
Cruupoga, Jlehueua wu MH. Ap. MB STOM pacluMpeHHOM Buse CTal MOCTOAHHO 
eHCTBYIOUIMM OpyMeM HE TObKO TONMONOrMM, HO M TeOpHM TONOMOrM4eCKUX 
rpynn vw eé npwnoKeHni. 

BooOpasum ce6e Tak Ha3bIBaeMOe HaNmpaBseHHoe ™ MHOMKECTBO TONOMOrH- 
4YeCKUX NMpocTpaHcTrB X, Np 4eM, CCIM B 3TOM MHODKECTBE X, caenyeT 3a X, 
(4TO Mbl 3aMHCbiBaeM MpocTto: # ><a), TO MaHO HeMpepbiBHoe Sreonantine oP 
npoctpancrba X, B npoctpancrBo X,, HasbiBaeMOe Mpoekyveli M yoBAeT- 
BOPAIOLUICe VoHORMO TPaH3MTHBHOCTH: eCIM y > P>ea, TO WY = wf wy. 

IlpoeKWMOHHBIM CNHeEKTPOM Ha3zbIBaeTCA HanpaBseHHoe 
MHOKECTBO NMpOCTpaHCTB Xe BMECTE CO CBS3HBAWWUMM ITH 
NpOCTpaHCTBa NpOeKNMAMM WF vw OOOBHAYaeTCA Yepes {X,, we}. 


‘1 HanpapreHHbIM MHO>KECTBOM HaBbIBAeTCA YACTHYHO YNOPAMOYeHHOe MHOKECTRO, B 
KOTOPOM K JHOObIM ABYM SNCMEHTAM MMEETCA TPeTHH, CnepyIOWM 3a HAMM OGOMMH. ; 
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Hazopem HMTb1O CNeKTpa BCAKOe MHOKECTBO TOUeK x,€X,, 10 ogfnon”® 
M3 KaKworo X,, yAOBNeTBOpAIOee ycuoBuaM: npu @>« Bcerqa OhxX,=X,- 
Hutu oOpasywr TONOMOrHYeCKOe NPOCTpaHcrTBoO: B39B B KaKOM- 
<1u60 X,, MPOU3BONbHOe OTKPbITOe MHOXKECTBO [’,, 0603Ha4uM 4epe3s Op, MHO- 
MKECTBO BCEX HUTEM, ,,NpOXOsAIMx 4epes r« , T. @. MHOMKECTBO TeX HUTeH 
§ = {x,}, y KOTOpbIx e eTyy. 

MxoxectBa Or, M BCEBO3MOXKHbIE MX CYMMbI OOBABIAIOTCA OTKPbITBIMH 
MHOKECTBAMM MIPOCTpaHCTBa BCeX HUTeM MaHHOrO CneKTpa. JTo npocrpaHcTBoO 
HUTCH M Ha3bIBAeTCA MpeseOM JaHHOrO NpOeKUMOHHOTO cneKTpa; OHO 0603- 
HayaeTca yepes lim{X,, w*}. 

CyulectsyoT pa3iM4Hble 4aCTHbIe Cly4av MW BUOM3MeHEHHA 3TOFO MOHATHA. 
OjMH M3 BaxKHeEMWIMX 4aCTHBIX CJly4YaeB NOyY4aeTCA, ECM MpeANOAOKUTb, 4TO 
Bce X, CyTb OMKOMMAKTbI. Torga, Kak He TpyfHO BUJeTb, NpeferbHOe npo- 
cTpaHctbo X—lim{X,, w*} apaaeTCA 3aMKHYTbIM MHOXKECTBOM B TOMOJIOPMYeCKOM 
MpOusBeqeHHu BCex MpoctpaHcts X, u, CeLOBaTEbHO, ABIAeTCA OHKOMMAKTOM. 

OcoG6eHHO BaKeH culy4a, Korga BCe X, ABUAIOTCA OMKOMMAKTHBIMM TONO- 
JIOTM4€CKMMH =rpynnamv, a MpoeKuMH w*-HeNpepbIBHBIMA TOMOMOPdH3MaMH. 
Torga M MmpefesbHOe MpocTpaHcTBO ABIAeTCA rpynnowk Npw NOKOOpAMHaTHOM 
yMHOMKeHMH: ecuv §—{x,}, 7—{y,} CyTb Be HuTH, TO En—{xX,y,}. ITOT 
cnoco6 nOcTpoeHHA HOBbIX rpyln, OTNPaBAACh OT 3afaHHbIX rpynn X_, WIMpOKO 
NPUMMeHACTCA B YACTHOCTH NPM ONPeseeHHH pa3M4HbIX aHanoroB rpynn bertu. 
Haxogut OH ugpyrve mpumeHenua. Ilyctb, HanpumMep, @ npoOeraer Bce HaTy- 


PpasbHble 3HayeHuaA @ = 1, 2,3,..., u KaKNOe X, ECTb NpPOCTPaHcTBO, COCTOA- 
ujee U3 2” U30JMPOBAHHbIX TOYEK, KaKad M3 KOTOPbIX ECTb KOMOMHALMA 


B KOTOpod Bce i, paBHbI O van 1. Mpoekunn onpesensem Tak: 
eh “al ele . 
OTE wie des) = (hy - ot,,) 


IlpegenbHoe mpoctpaHCcTBO €CTb KaHTOPOBO COBEPLUCHHO€ MHO>KECTBO. 

Bo Bropom mpumepe no10%KKM CHOBa «¢ = 1, 2, 3,. . [poctpauctso X, 
€CTb OKpyxKHOCTb |Z|—=1 Ha MAOCKOCTH KOMIIEKCHOTO Tepementtoro. Cunras 
PUKCMPOBaHHOH NocNesOBaTeEALHOCTH WeNbIX 4UCeM Mm, = 2, 


ee PS 11 


Hone 
onpejerdem 14 KaKIOrO @ MpoeKuMIO Kak OTOOpaxeHue X,,, Ha X,, 3ayjaHHoe 
popmys10% 


m 
Re Mee 
IlpesestbHoe mpocTpaHCTBO eCTb HaMOoree OOM COEHOUA — ONHOMEPHbI 


KOHTHHYYM B TpexMe€pHOM MpoctTpaHctTBe, ABJIAIOLUMKCA mepeceyeHHem fmocwe- 


12 Bes orpanuseunsi OGUIHOCTH MOXKHO MpeANONOKHTb, 4YTO NpOCcTpancTRa Xa He 
MMeIOT NOMAPHO OOUIMX TOYEK. 
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WOBATEIbHO BOKEHHBIX APyr B Apyra KOJIbUeBUAHBIX Te] C, (romeomopd- 
HBIX 3AMbIKAHMIO BHYTPeHHei OG1aCTH OObIKHOBEHHOrO TOpa), U3 KOTOpbIX C,,,, 
HaxOJACb BHyTpH C_, OOeraeT ero 71, pas. 

J\pyrot Kpaiinuit cary4aii MpOeKWMOHHBIX CMeKTpOB, NOy4HM, Mpegnosaraa, 
uTo Bce X, CyTb KOHe4HbIe AMCKpeTHbIe: 7)- -lpoctpanctBa. Torga u mpefembHoe 
npoctpanctso X=lim{X,, w®}, KoTOpoe B 9TOM Cy4ae OyAeM HasbIBaTb 110 J- 
HbiM Mpegesiom cnektpa — aBsaeTCA 7)-MpOCcTpaHcTBOM. OgHaKo, 3f\eCb HapAy C 
3THUM MOJIHBIM TIpeWesIOM OK@3bIBae€TCA MHTePeCHBIM PaCCMATPHBaTb elle M 
apyrve npeperbHble OOpasoBaHua, a MMCHHO TaK Ha3. HMDKHK MW BepXHH Mpe- 
jenbt. Orpanm4uumca onpefeseHvem mepporo W3 HX. CKaKeM, 4TO HUTb 
S—={x,} oObemneT HUTh &'== {x’}, ECM WIA KaKIOrO @ umeem™ x, € [x,]- 
Ha3blBaeM HHTb MMHMM@JIbHOH, CCIM OHA HE OOBEMJIET HHKaKytO OTJIMYHYHO OT 
Heé HUTb. TIOAMHOXKeCTBO MNOMHOFO Mpesesa JaHHOrO cMeKTpa, cocToallee U3 
BC€X MMHVM@JIbHbIX HUTCH, HasbIBaeTCA HWOKHAM TIpesesioM cnekTpa. HwkxHuit 
Mpefes MPOCKUMOHHOrO CNeKTpa TakKKE ABJIACTCA OMKOMMAKTHBIM MPOCTPaHCTBOM. 
STO OMKOMMAKTHOe MpOCTpaHCTBO OKa3zbIBaeTCA XayCAOpdoBbiIM, ecm CnekTp 
YAOBMETBOPAeT CJIeYIOULeEMy YCJIOBMIO OTJeJIMMOCTH : 

(H). KakoBbl Obl HM ObIIM ABE MHHUMAABHBIE HUTH SF — {x} 
MS’ {x}, MOKHO HaHTM TaKOe @, 4TO B X, HE CyuleCTByeT 
HHKAKOH TOUYKM X,, 3aMbIKAHHE KOTOPOH COMEPKUT O6e 
TOUKHM™ X uu X, 


a’ 


Virak, HWKHMM mpeyel cnekTpa yjoBieTBopseTcA ycoButo (H) ectb - 
OMKOMMAKT. 

MoxKHO [OKa3aTb M OOpaTHOe yTBep>KeHHe, a MMeHHO, TO BCAKHI 
OUKOMMAKT ABIACTCA HWKHAM MpefesIOM HeKOTOPOrO cneKTpa, yAOBNeTBOPA- 
roulerO TOJIbKO 4YTO CiPOPMy/IMPOBaHHOMY yCJOBHIO OTAeNMMOCTH (H). 

OTOT cnekTp crpoutca Tak. PaccMOTpMM KaKkyt0-J1M60 KOHe4HYyO CucTeMy 
NOnapHO He NepeceKatOulMXCA OTKPbITbIX MHOMKeCTB J), ..., /\. mpoctrpanctsa R, 
MMeCIOLUMX BCOAY NOTHyIO BR cymMMy. TouxkamMM JMCKpeTHOrO mpocTpaHcTBa 
X_, ABNAHOTCA NO ONPeMeJIEHHIO BCEBOSMO)KHBIE BhIPAKEHHA BUA (@; i, ..., i,), 
rae [2),,) ++: A [La] 4 (Kak Bcerga, .<—nyctoe MHO)KeCTBO). 

YroObt BBecTH B X, TONOOFHIO (MIM YTO TORE CaMOe, YTOObI CyeaTb 
MHOKECTBO X, YaCTHYHO YNOPAAOYeHHBIM), MONaraem 


(a; Jo, Lap eta) = (a; lo, ata Uy i.) 
CCIM fy, ..., lp CYTb HEKOTOPBIe U3 fy, ..., fy. 


18 PaccMOTpeHHe KOHEYHbIX JMCKPETHBIX NPOCTPaHCTB B TOUHOCTH SKBHBAAeHTHO pac- 
CMOTPEHHIO KOHCYHBIX YACTHYHO YNOPAQOYCHHBIX MHOMKECTB: NOMaraem X/ <= x,, ecaM TOUKA 
Xj AaWHHOrO ANCKpeTHOrO npoctpanctBa X, BXOAMT B 3aMbIKAHHe MHOXKECTBA, cocTroamerc 
u3 TOUKH X, Tord *Ke NpocTpaHctsa. 

44 T.e. He CyulectByet TaKoro X,, AMA KOTOPOrO 6bII0 Obi OMHOBpeMeHHO X, > x’. 
u X= Xj (ecam paccmatpupaTb X, kak 4acTHYHO ynopspoueHHoe MHODKECTRO). 
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Ilonaraem jatee 3 >a, ecan cuctema pan (Tig; ay Dy} ABNACTCA MO- 
Pasie-1eHHeM CUCTeMbI @ —={/'.,..., 1°}, T.e. KaKqoe By ; COMCPKUTCA B He- 
KOTOPOM (M TOrga, O4eBHAHO, €MHCTBEHHOM)” J* 

Ipoekuun onpesensiortca Tak: Kaxnomy I’, Genera 4 €(MHCTBEHHOe 


cojepyxaiyee ero /”., 4TO m gaeT HaM 


(8, J) = (@ O). 


Tlocne storo nosaraem: 
COB (85 J yal wy JI) = (G, Bj), oa, 78 (C, J) 


(COBNaaOUMe 3-1EMeHTEI ClpaBa CUMTAIOTCA -IMIUb OJMH pas). 

OTO onpesenenve 3aBepuiaeT NocTpoenue cneKTpa {X,, 8}; OH Ha3biBa- 
€TCA CNEKTPOM JaHHOrO MpoctpaHctsa R; npv onpefenenuu aToro cneKTpa MbI 
OMKOMMAKTHOCTbWO NpoctTpaHctBa R He NOb30BaIMCb; ecan R—OuKOMNMAaKT, TO 
ero CN€KTp MMe€e€T HWKHMM Mpese, rOMeOMOpHHEI mpoctpanctsy R. 

Cpeau pa3IM4HbIX BOMpOCOB TeOpwu OMKOMMAKTHBIX MpocTpaHcTB HaH- 
Oorbulee pasBuTHe B NOcNeqHMe 10—15 neT nOAy4MaM BONpOCHI, KacaloulMeca 
OWKOMMAKTHBIX PaClUMpeHMH TONOAOrMYeCKMX, a MMEHHO, BMOJHE peryIApHbIXx 
NpoctpaHcts. 

M3 ocHosHoro pe3ybtaTa THxXOHOBa O BO3MO%KHOCTM MOrpy3uTb BCAKOe 
BNOAHE peryapHoOe mpoctpaHcTBo R B OMKOMNAKT B THXOHOBCKMK KYO TOrO 
we BeCa, 4TO M AaHHOe MpoctpaHcTBo R, cyefyeT, YTO BCAKOe BNOMHE 
perylAapHoe npoctpanctTBo R umeeT OuKOMNAKTHOE pacun- 
penne OR, T.e. OWKOMNAKT, COMeprKAaUMH JaHHOe MpOCTpaHCTBO B KayecTBe 
BCIOJy MJIOTHOTO MHODKECTBa: JIA NOyYeHHA ONKOMMaKTHOrO pacumMpeHua OR 
MMEHOLErO TOT 9Ke BEC tT, 4TO MH Camo R, ocTaTOYHO Norpy3uTb R B TUXO- 
HOBCKMH KyO BeCa T M B3ATb TaM 3aMbIKaHHe. 

B cpa3u C 3THM BO3HMKaeT BOMpOc 06 uayyeHHM BCeX BOOOUIe OMKOM- 
MakTHbIX PaClUMpeHH AaHHOrO BMOJIHE peryAApHOrO mpoctpaHctBa R, u aTOT 
BONPOC NOCAyKUA MpeqMeTOM GombUIOH M MHTepecHon Teopun. Ilpexye Bcero, 
OMKOMNAKTHbIe PacuIMpeHHA JaHHOrO BMOsIHeE peryApHOoro R oOpasytoT ecTect- 
BeHHBIM OOpa30M 4YacTH4YHO ynOpaqo4eHHoe MHOMKeCTBO: pacuMpeHHe 6,R 
cieayeT 3a pacuimpenuem 0,R, ecim cyulecTByeT HeMpepbIBHOe OTOOPaxeHHe 
mpoctpauctBa 6,R Ha 6,R, ocTaBiatoulee HENOABHKHbIM BCE TONKU R. Oxasapi- 
BaeTCA, B YaCTHYHO YNOPAOYEHHOM TAKUM O6pas0M MHOKECTBE BCeEX OMKOM- 
MakTHbIX pacuiIMpeHum mpoctpaHcTBa R umeeTcA HaMOO/bIUIMK 9JIEMeHT-OMKOM- 
MakTHoe pacummpenue «PR, oO.iaqaiousee TEM CBOUCTBOM, YTO OHO MPH HeNoA- 
BWKHBIX TOUKaX R MOKeT ObITb HeMpepbIBHO OTOOPaxKeHO Ha BCAKOe ONKOM~ 
NakTHOe pacuimpenne npoctpanctBa R. ITO MakKCUMaIbHOe (HIM YEXOBC KOe) 
OMKOMNAaKTHOe pacilMpeHve @R OfHO3HAYHO OMpefeseHO CBOKM CBOHCTEOM 


15 Torga, Kak <lerkO BuJeTb, CymMa BCex gir COMEPKALUXCA B nannom [;, ecTb 
MHO*KECTRO, BCIOMy M.10THOe B 3TOM J),;. 
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MaKCHMalbHOcTH. TlocrpoeHo OHO MODKET GbITb Cse_yrouMM OOpasom. Cucremy 
y OTKpbITbIX MHOxKeCTB f’ npocTpaHcTBa R Ha30BeM NpaBuibHOH, ecin K 
KaKomy alemeHty J’ 9TOM CHCTeEMbI MOMKHO B CHCTEME 7 HawTH aemeHT 1”, 
NOMYMHEHHBIA aiementy J’, T.e. BMONHE peryJApHO BKOYeHHHIK BT” 
(8 Tom cmpice, To 1” uw RSL shyHkyMoHatbHO oTseMMMbI BR). Llentpu- 
poBaHHat® M mpaBHibHad CMCTeMa OTKPBITbIX MHO)KECTB Npoctpaxctsa R, He 
cogepKaujad HM B KaKOM OTJIMYHOM OT Hee WeHTPHpOBaHHO MpaBHJIbHOM 
CHCTeMe, Ha3bIBaeTCA KOHILOM MpoctpanctBa R. JlerkO BuseTb, 4YTO CHCTEMBI 
BCEX OKPECTHOCTeH MPOM3BOJIbHOK TOUKM X MpocTpaHctTB R ecTb KOHeu. OTOK- 
J@CTBIAA KaKlylO TOUKY MpOCTpaHCTBa C KOHUOM, COCTOALIMM M3 ee OKpeCcT- 
HOCTeH, MOMKeEM CYHTaTb’ MpocTpaHcTBO R NMOAMHOXKECTBOM MHOKECTBA BCeX 
KOHUOB 9TOTO MmpoctTpaHcTBa. B 3aTO MHO>KeECTBO BBOAMTCA TOMONOrMA Cesyto- 
UMM OOpa3s0m: nycTb /—npou3BosbHOe OTKPbITOe B R MHODKECTBO ; O6O3HA4HM 
yepe3 Or MHOKECTBO BC€X KOHIOB, HM@IOLUMX MHOKECTBO /* OMHAM H3 CBOUX 
aeMeHTOB. MHoKecTBO Or VM BCeEBO3MOXKHbIC CYMMbI TaKHX MHODKECTB CYTb NO 
ONpefeeHHtO OTKPbITbIeE MHODKECTBAa B MpoctpaHcTBe @R Bcex KOHWOB Mpo- 
cTpauctBa R. Mobi yoke BueIM, YTO CaMO MpocTpaHcTBO R MO+*KHO paccmMaTpH- 
BaTb KaK MHO)KECTBO, JI@KaLee B MpoctpanctBe @R. JTO BKIHYeHHe NMpo- 
ctpauctsa R B&R ectb BKAIOY4eHHe TONOMOrMYeCKOe, HM ApH 3TOM R OKasbiBa- 
eTCA BCIOAY MJIOTHBIM MHOKECTBOM MpocTpaHctBa @R. Takum oOpa30m @R 
€CTb OMKOMMAKTHOE pacuiMpeHue npoctTpaHcTBa R xu 9TO-TO pacuuMpeHHe aR 
M OKa3bIBaeTCA MAKCMM@JIbHbIM.”” 

Ec yCHJIMTb MOHATHE NOMYMHEHHA, T.e€. CYMTATh MOAYHHEHHbIMH MHO- 
»KecTBy 7’ He BCE PeryAPHO BKJIOYEHHbIe B HETO OTKPbITbIeE MHOMKEeCTBa 7, a 
TOJIbKO HEKOTOpble M3 HHX Tak, YTOOb] NPH 3TOM COOMMAAINCh HeKOTOpHIe 
€CTECTBEHHbIC TpeOOBaHHA, TO MOXKHO — NOMOMPaA KaKAbIM pas HasIeExKauyee 
npaBusO NOAYHHEHHA — MOMYYWTh HE TOMbKO MAKCMMAAbHOe, HO H 
Ju060e Hanepes 3afaHHOe OMKOMNAKTHOeE paciuMpeHHe npoctpanctBa R. 

SaMeTHM HaKOHeW, YTO HWKHMH mpesen cneKTpa s1060r0 HOpMaJIbHOrO 
mpoctpaHctpa R ecTb MAKCHMA@/IbHOe OMKOMMAKTHOe pacuiMpeHue «@R npo- 
cTpanctBa PR. 

B Hactosujee BpemA OMKOMMAKTAbIe PaClUMpeHHA JaHHOTO BMOHE pery- 
NAPHOFO NpOCTpaHCTBa MpHBAeKalOT K Ce6e BHHMAaHHe C COBepLIeHHO HOBOH 
TOYKM 3PeHMA, A MMCHHO C TOYKM 3PeHHA TaK Ha3bIBaeMOM PAaBHOMEPHOH TONO- 
norun. MapectHo npeatoxennoe A. Beiinem (A. WEIL) ompegemenue paBHo- 
M€PHbIX MpOCTpaHcTB (,,pPaBHOMePHbIX CTpyKTyp“). ITO OnpeeeHve HE KaKETCA 
MHE MCY4EpMbIBaIOLIMM M BMOJHE YAOBAETBOPHTebHBIM yXKe XOTA Obl 110 OHOMY 


6 CucTemMa MHODKECTB HasbiBaeTca Seeiehoae Skah ecn, m106aa KOHe4HAA ee nop- 
CMCTeMa MMeeT HeNycToe nepeceyenne. 
17 [leppoe nocrpoenne npocrpanctaa aR G6pin0 pano 9. Yexom (Ed. Cecu) 8 


1937 rofy; npopefenHoe 3gecb nocrpoenne, COBEPIWeHHO OTAHYHOE OT noctpoeHna 3. Uexa, 
npeaqnoxeHo MHOW B 1939 roy. 
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TOMY, 4TO B OCHOBE €TO JO@KAT HEKOTOPAA CiellMasIbHad KOHCTPYKIHA, aHaOrN4HaA 
CuCTeMe OKpecTHOCTeH (6a3€) ToNOsOrM4ecKOro npoctpaHcTBa. Or atoro He- 
WOCTATKA CBOOOAHO NpesowKenHoe B. A. Eppemosuyem nonatue npoctpaHcrTBa 
ONM3OCTH, B OCHOBE KOTOPOrO AeKHT NOHATHE 61M30CTH M@KIy JBYMA MHODKECT- 
BaMM (COBEPUIeHHO Tak >Ke, KaK B OCHOBE OOBIMHOM TONONOrTHM A@EKUT NOHATHE 
OM30CTH TOUKM K MHOKECTBY: ,TO“KA OJIM3Ka kK MHODKECTBY, €CJIM BXOJMT B 

ero 3ambikanne“). Utax, MHOKECTBO P KakKUX AH6O 97eMEHTOR, 
Ha3blBaeMBIX TOUKAMH, ECTh NO ONpPeeTeHUIO npoOctTpaHCcTBO 
ONMSOCTH, CCIM MEXKAY CTO NOAMHOKECTBAMM BREMEHO OTHO- 
WeHHe OJM30CTH, T.e. 106HIX AByYX MHOKeCTB ACP, BCP 

YCTAHOBNEHO, ABIAWTCA TM OHM ,ONM3KUMH“ MexAY C0601 
MJIM HET (€CIM Ba MHODKECTBA He OM3KM, TO OHM Ha3bIBaloTCa aJleKMMH). 
Ilpu stom mpegnosaraetca, 4TO BbINOHEHbI CeqyIOUMe yCNOBMA: ,aKCHOMBI 
MpOcTpauHcTB Onu3Z0CTH* (npe”oxKeHHbIe B. A. Eppemosuyem): 


1], Ecnu mMHowectBo A O1u3KO K MHOKecTBy B, To u B 
Onu3Kko K A. 


2. CyMMa AByX MHOKECTB A, uw A, OH3Ka K MHOKECTBYy B 
TOrAa HM TOMBKO TOrAa, KOrAa NO KpahnHew MEePe OFHO U3 MHO- 
mecTB A;,A, O1N3KO K MHOMKECTBY B. 


3. Jipe TO¥uKH au b Onu3KH TOrMa HM TONKKO TOrga, Kora 
OHM COBNAaAaWT. 


4. Bcé mHowmeCcTBO P fateKO OT NYCTOFO MHOKECTBA. 


5. Jw6pe 4Ba Janekux MHOMKeCTBa A UB MOryT OBITb 
ZaAKJIOYCHH B ABA HEeMepeceKawWlWHxCA MHOKEecTBa U u V, 
Takune, 4TO A ganeko oT P\U u B ganexko oT PV. 


SameuaHue: Muoxectso U>A, yAoBjieTBopaollee TOMY YCAOBHIO, 
yTo A ganexo oT P\.U, Ha3bipaeTca ,,OM30CTHOM OKPeCTHOCTHIO* MHOKeCTBA A. 

Cam ocHopatenb Teopuu B. A. Eppemosu4 noKasait, 4TO BO BCAKOE 
MpOcTpaHcTBO OM30CTM ECTECTBEHHO BBOAMTCA TONOMOrHA (TONKA p, OM3KaA K 
MHOxKecTBy A, Ha3bIBaeTCA TOYKOM MpHKOCHOBeEHMA MHO>xKeCTBa A), M 4TO. B 
3TOK TOMOMOFMM BCAKOe MPOCTPaHCTBO OJIM3ZOCTH ABMACTCA BMOMHE PeryAAPHBIM 
TONOMOPMYeCKHM MpOCTpaHcTBOM. OOpaTHO, BO BCAKOM BMOJIHE pery/IAPHOM Npo- 
CTpaHCTBe MOXKeT OBITh BBeeHa M BOOOUIE FTOBOPA, MHOFMMM pa3JIM4HbIMH 
Cnoco6amMu OAM30CTh M@KY MHOKECTBAMM™ TaK, 4TO OYAYT BBIMOJIHEHbI YCOBMA 
1—5. Takum o6pa3zom ecTecTBeHHBIM MOAXOA K MpOCTpaHcTBaM OM3OCTH 3AKII0- 
yaeTca B Culeqyroulem: /laHO BMOJIHeE peryApHOe NpOcTpaHcTBO R; Havitu sce 
»pactyluine Ha Hem“ MmpocTpaHcTBa OuzocTH (T.e. BCe Te MpoctpaHcTBa O.1M- 


18 OnHuM u3 CNOCO6OB BBeAeHHA O.1MZOCTH BO BMONHE PeryIAPHOM HNPOcTpaHncTBe R 
BaKIO“aeTCA B TOM, YTO Ba MHOXKECTBA OObABAAIOTCA AACKHMH, CCIM OM @VHKUAOHAbHO 


oTmeneupt B R. 
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3octu P, cocrosumme u3 TOYeK mpocTpaHcTBa A, ecTecTBeHHad TONOJIOrMA B 
KOTOPbIX aeT HAM MM€HHO npoctpaHcTBO R). 

EctecTBeHHO Ha3BaTb PaBHOMEPHO-HENpepbIBHbIM OTOOPaKeHHeM Mpo- 
cTpanctBa 6usoctu X B mpocrpancTBo GMsocTu Y Bcakoe oTOOpaxKeHue, Np 
KOTOPOM [Ba MHOKEeCTBa, O1u3KHe BX MepexO™AT B MHOKECTBA, OIM3KHE B Y. 
ScHo, 4TO Takue OTOOpaxeHuA Oy~yT M HeMpepbIBHbIMM B CMBICIe eCTeCTBEH- 
HOM TONOAOrMM NpoctpaHcTB OsnszocTH Xu Y. YacTHbIM CAy4YaeM MpOCTpaHCTB 
GM3ZOCTH ABIAOTCA METPHYeCKHe MpOCTpaHCcTBa (B KOTOPbIX OJM3KM MHO)KECTBA, 
HaXxOMAUMeCA Ha PaCCTOAHMM PaBHOM HyJtO) HM TOMONOrMYecKue rpynnbi. IIpu 
3ToM, Kak 3ameTus B. A. Eppemosu4, OObl4Had paBHOMepHas HEMpepbIBHOCTb 
OTOOpaxKeHH METPH4eCKMX MPOCTPaHCTB COBNasaeT C PAaBHOMEPHOM HEMpepbIB- 
HOCTbIO B CMbICIe COXpaHeHHA O/IM30CTH. 

Bcakaad paBHOMepHad CTpyKTypa B cMbicsie A. Beviia TakoKe OHOSHAYHO 
onpeyenaeT OM30CTb, HO Ha OJHOM HM TOM >Ke MpOCTpaHcTBe OM3OCTH pacTyT, 
BOOGIE FOBOps, MHOrMe PaBHOMepHble NpocTpaHctBa. Takum OOpa30M, B3aHM- 
Had CBA3b NPHATHM: BMOJHE perysIAPHOe MPOCTPaHCTBO, MpOCTpaHCTBO O.IM30CTH, 
PaBHOMepHOe NPOCTPaHCTBO 3aKOUaeTCA, CCIM TaK MO)KHO BbIPa3HTbCA, B 
NOCAEMOBATEIbHO paclienJieHHu NepBoro NOHATHA BO BTOPOe HM BTOPOrO B TPpeTbe. 

Han6ouee MHTepecHbIM M JaseKO NMPOABAHYTbIM MpesCcTaBAAeTCA BONPOC O 
B3MMOOTHOLUCHHAX ME)KY TOMOMOPH4eCKHMH (BMOJIHE peryIAPHbIMM) NMpocTpak—- 
CTBAaMM WM MpOCTpaHCTBaMHM OIM30CTH. Syecb NONOKeHHE BeLeH NpHBeO B 
nosHy!O ACHOCTb OsarofapaA cuenyiouled Teopeme HO. CmupHosBa: npo- 
CTpaHCTBa OAN30CTH, pacTylulHe HA MAHHOM BNONHE PperyAAp- 
HOM MpoOcTpanucTsBe R, HAaXORATCAH BO B3AKXMHO-ORHOSHAYHOM 
COOTBETCTBHM C OHUKOMNAKTHBIMM pacllHPpeHHAMHM MpPOCTpaHCTB 
R: kKaKIOMy OMKOMNAKTHOMY pacuMpeHHw OR npoctTpaHctTBa 
R cooTpecrTsyeT BNOMHE ONPeMeTeCHHOe NPOCTPaHCTBO OH- 
30cTH P,, pactymee Ha R, MMCHHO, ABA MHOKECTBA CUHTAWTCA 
ONM3KUMHM BP), CCAM HX 3aMbIKAHMA BOR nepecekawrcs; npu 
ITOM, TAKHM NYTEM MOKHO NOJYYHTS BCe NPOCTpPaHcrTBa ONH- 
30CTM, pacTyuMe Ha R, Kaxkoe OWMH AKUIb pas. EctectBeHKoO 
C4UTATb MpOCTpaHcTBO OM30CTH P, CeEAYIOWMM 3a MpOcTpaHCTBOM 6/IM30CTH 
Py (06a npocrpancTBa pacTyT Ha OAHOM M TOM Ke TOMOMOFM4eCKOM Npo- 
crpanctBe FR), ecm TOKMeECTBEHHOe OTOOpaxKeHHe npoctpanctBa P, Ha Py 
PaBHOMePHO HenpepbiBHo. Oxa3biBaeTca, 9TO CeMOBaHHe B TOYHOCTM COOTBeT- 
CTBY€T C/I€NOBAHMIO OMKOMMAKTHbIX PacuIMpeHn : MpocTpaHcTBO OusocTH Py: 
cieayeT 3a Py TOra M TOMbKO TOrfa, KOrfa GOMKOMMAKTHOe pacuiMpeHue Db” R, 
nopoxjaioulee Py, cenyeT (B paHee yCTaHOBeHHOM CMbICIe) 3a OMKOMMAKT- 
HbIM pacluMpeHnem O'R, nopokgaroumm P,. 

Honytuo }O. Cmupuos orseyaet wu Ha Bonpoc: Korga gaHHoe BnosmHe 
peryApHoe npoctpakctBo R MMeeT AMLUIb eMMHCTBEHHOe€ OMKOMMAKTHOE pac- 
WMpeHHe HIM (4TO B CHy CKa3aHHOrO — OHO M TO-Ke), MONYCKaeT JMUIb 
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CAMHCTBEHHOE ONpeneenne Onus0cTu. OxasbiBaeTca, 4TO ycnOBMe OUKOMNAaKT- 
HocTH R OyAy4 TPMBHAIbHBIM O6pas0M JOCTATOYHBIM,’ OTHIOLb He ABJAeTCA 
HeOOxogMMbiM. HeoOxogumoeKe uw focTraTouHoe ycnoBHe fA TOrO, 4TOObI 
aHHoe MpoctpanctBo R uMeso eqMHCTBeEHHOe OUKOMNAKTHOe PaClUMpeHve 3akJII0- 
“aeTCa B TOM, 4TOObI BR He CyilleCTBOBANO HUKAKO Napbl dyHKUMOHaJIbHO 
OTCMMbIX HEOMKOMMAKTHbIX 3AMKHYTbIX MHO>KECTB: HaNpHMep, NpocTpaHcTBO 
BC€X NMOPAAKOBbIX 4YMCeI <m, (B MX eCTeECTBEHHOM NOpAAKOBON _TOMO.IOrMM) He 
Oyay4H OMKOMNAKTHBIM, MMeeT TEM He MeHee EAMHCTBEHHOe OMKOMMAKTHOE pac- 
WHPeHve MW CeAOBATEbHO MOMyCKaeT eAMHCTBEHHOe ONpefeneHue O.M30CTH. 

Bosbuioe MpMHMNMabHOe 3Ha4eHHe ycTaHOBeHHOorO IO. CMUpHOBbIM 
B3aMMHO-OfHO3HAYHOFO COOTBETCTBHA M@)KAy OMKOMMAKTHBIMM paClUMpeHHaAMH 
AaHHOrO BMONHeE peryAApHOrO mpoctpanctBa R wu pactyujumu Ha R npoctrpar- 
CTBAMM OJIM30CTH 3aKJIOUaeTCA B OCYLIECTBICHHOM TaKHM OOpa30M NOHOK 
PeAYKUMM MOHATHA NpocTpaHcTBa O1M30CTH K Gomee CTapoMy NOHATHIO GUKOM- 
MakTHOrO pacilMpeHHA. JTa pefyKUMA HE MeLIAeT, KOHEYHO, CyUleCTBOBaHHIO 
CBAZAHHOM C MpOCTpaHCTBaMM O.IM3OCTH CNeUMabHOH Mpo6eMaTHKM (OTMeTHM, 
HanpuMep, 4TO, Kak noKka3zai B. A. Ed@pemosuy, epkaugopa u runepoonu- 
4eCKaA MJIOCKOCTb MpeCTaB.IAIOT COOOW [Ba Pa3/IM4HbIX MPOCTpaHcTBa 6.1M30CTH, 
pacTylIMx Ha OHOM uM TOK KE ,TOMOMOrMYeCKOM NOCKOCTH“). 

Vz ocHOBHOM TeopembI CMMPHOBa BbITeKaeT TakKe, TO MPOCTPaHCTBO 
O.1M30CTH, 3AMKHYTO€ BO BCAKOM OODbEMJIOWIEM erO MpocTpaHcTBe O6.1M30CTH, 
HEOOXOAMMO OMKOMMAKTHO. JTO MOKasbIBaeT, YTO BONPOC 00 OnpeseTeHHH NOA- 
HbIX MPOCTPaHCTB OAM30CTH HE MODKET PeulaTbCA MO aHaNOrHH C MeTPHYeCKAMK 
MpoctpaHcTBamu, u TpeOyeT K CeO6e OTAeNbHOrO NosAXoOJa. Sagaya oNpeseneHuA 
Klacca MOJHbIX METPMY4eCKMX MpOCTPaHCTB TakKe peuicHa CMUPHOBBIM, HO 
MbI He MO)KEM ce4¥acC BXOAMTb B paccMOTpeHHe aTOrO BONpoca. OTMeTHM 
TOJbKO CJIEMYIOULMH MHTePeCHbIM pe3syIbTaT, KACalOWMHCA MOJIHbIX B OOBIMHOM 
CMBICIe COBa MeTPM4ecKHX MpocTpaHcTB: JIA Toro, YTOOKI MeTpHYecKOe ApO- 
cTpaHcTBo R Obi0 MOAHbIM, HEOOXOAMMO HM JOCTATOYHO, 4YTOObI B OMKOMMAKTHOM 
pacluMpeHUH, NOPOrMKMalOll[eM aHHOe METPH4ECKOE MPOCTpaHCTBO Kak MpOCTpaHcT- 
BO OM30CTH, TOKO TOUKH CaMOrO R yAOBeETBOPAJIM NepBOH AKCHOME C4ETHOCTH. 

S| He uMerO Ce4¥ac BPeMeHM KacaTbCa JOKazanHbIX CMUPHOBBIM TeEOpeM 
O B34MMOOTHOLIEHHAX ME@Ky MPOCTPaHCTBaMH OJIM3OCTH HM PaBHOMePHbIMH Npo- 
cTpancrBamu B cMbicue A. Beiiiad M MOFy JIMUIb OTOCATh MHTeEPeCyIOUMXCA 
3TMM BONPOCOM K OPHTHHaJIbHbIM NyOJIMKalHAM. 

3aKkaH4MBad STOT MO HeEOOXOAMMOCTH KpaTKHH OO30P, A Hajelocb, 4TO OH 
Bce Ke JlaeT MpefcTaBsleHve O HaJIM4MM B HAaCTOALWeCe BpeMA B TeOpHn TONO- 
JOFMYECKMX MIPOCTPaHCTB MHTePeCHBIX HaNpaBeHHH MCCIEAOBAHHA, CpenH KOTO- 
PbIX MCCIEMOBAHHA, CBAZaHHbIe C MpOCTPaHCTBaMu 6M30CTH, KaxKyTCA MHe 
OCOGCHHO 3aC/IYKMBAIOWIMMM faJIbHeMWero PasBUTHA. 


19 EQuRCTBeEHHOCTh OMpefenmeHnA O1n30CTH Ha OMKOMNAaKTe ObINa B CaMOM Haane 
ycranonnena’ B. A. Eppemosnuem, 
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CBOMCTBA HEKOTOPbIX KJIACCOB ®YHKUMM MHOrMx 
TIEPEMEHHbIX HA J[MbbEPEHLMPYEMbIX MHOFOOBPA3IAX 
M MIPWJIOXKEHHE UX K BAPHALIMOHHbIM 3AJ,AYAM 


C. M. HAKOJIBCKHA (Mocxsa) 


1. Mb Ha4HeM Cc TOTO, 4TO paccMOTpHM nmpoctediyto 3aqay4y Jlupuxie. 
Tpe6yetca HavitTu tpyHKunMto u(x, y), YAOBCTBOPAIOLY!O BHYTPH 3aaHHOK 
o6acTH G ypaBHeHntio 
(1) Type aera 
i alin 
M MMeIOLy!o Ha rpaHuue /* OOaCTH MpeseAbHbIe 3HAYeHMA, PaBHble 3aaHHO 
cpyHkunu f(s), rye s qiuna pyru I. 
B cpoe ppema euse PuMaH NpeqnoOAOKH BapHaWOHHbI MeTOA pelleHHa 
STOW 3aa4u, 3aKOYaIOWIMMCA B TOM, YTO MCKOMAA FapMOHM4eCKad cbyHKUMA 
HaXOJMTCA Kak *yHKUMA, KOTOpad OOpa3yeT B MMHAMyM wuuHTerpan /[upuxae 


@ ———oan~|f (sf (sf ee 


=O 


CpeqM BCEBO3MOKHbIX (AONYCTHMBIX) dyHKunH F(x, y), onmpefeneHHbIxX Ha O6- 
Jiacth G, mMeroulMx uHTerpupyempie Ha G BMeCTe CO CBOMMM KBapaTaMu 
YACTHbI€ MpPOM3BOAHbIe MU YAOBNETBOPAIOLMX 3afaHHbIM TPaHHYHbIM YCJOBHAM 


(3) F|.=f(s). 

B jlabHeviuieM, KaK M3BeECTHO, 3TOT MeTOA BCTPeTH/ BOgpaxKeHHe CO 
croponht Bewepuitpacca. Bevepuitpacc npusel npumep rpaHH4HoM He- 
NpepbiBHow dyHKunn f(s), KOTOPOM COOTBeETCTByeT rapMOHMYEeCKaA *PyHKUMA UW 
C OeCKOHeYHBIM HHTerpatom D[u] JIupuxae u Aa KOTOPONM, CNe_OBaTe BHO, 
pelleHuve 3aa4H Bapal\MOHHbIM METOJOM HEBO3MO)KHO. 

B ca3v C 9THM HEKOTOPOE BpemA ObIIO HEACHO, B KAKMX Cy4aAiX BaPHalMoH- 
HbIii NPMHUMN NPHMeHMM MpH PeweHHM KpaeBbIX 3a1a4 WM B KaKHX CJIy4adX OH He- 
TIpHMeHUM. Boixog M3 MOOKEHHA Obl HaWeH y>Ke B HaLlieM CTOJIETHM, HMCHHO 
ObiO YCTAHOBMeHO, 4YTO CCIM TONbKO JaHHbIe TPaHH4Hble YCOBMA JONYCKarwT 
BO3MOMKHOCTh CYyUIeCTBOBAHHA Ha OOnacTH G xOTA Obl OAHO (ONYCTHMON) 
ynkunu F(x, y), yROBAeTBOpAIOWeH STHM TPaHH4HbIM YCJOBHAMK M HMeIOLILeH 
KOHeYHBIM MHTerpan D[F], TO 3aa4y MO)KHO pelllaTb BaPWaMCHHbIM METOLOM, 
M B 9TOM Culy4ae. BCerfa CyuecTByeT *pyHKWMA U, OOpalilatoulan D{F] 8 MuHv- 
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MyM; OHA MpH aTOM rapMoHMyeckas. C ApyroM CTOpOHbI, ecm AOMyCTAMAA 
byHKyMA He CyLeCTByeT, TO, OYEBUAHO, HE MOKET ObITh M pedH O NPHMCHEHHH 
BapHalMOHHOTO MeTOMa JIA pellleHMA KpaeBOK 3afa4H, XOTA CaMO peLeHne 
MOMKET OarONOJy4HO CYLIe€CTBOBATb. 

Bce cKa3aHHOe XOpOU!O OGOCHOBaHO B HaCTOALIee BPeMA HETOJbKO B 
calyyae paccMaTpMBaeMOM 3feCb npocTeHiew 3afa4u, HO M B Cydae WMpOKOrO 
Klacca [pyruX KpaeBbIX 3afa4 MPH BeCbMa OOLIMX FpaHH4HbIX YCOBUAX (CM. 
[5], [13}). 

Oguyako, MofoGHOe paspelieHue NpoOeMbI OOXOAUT, OCTABIAA HE paspe- 
LCHHBIM, CYL[€CTBEHHbIM BOMpOC, KaKMM BCe )Ke YCJIOBHAM JOJDKHa yOBJIeT- 
BOPATh PpaHM4Had PyHKUMA, YTOObI €€ MOKHO ObIIO NpOsOWKUTb 3a J’ B OO- 
nactb G Tak, 4TOObI NoAy4unacb AONycTMuMad dbyHKuMAa F? 

O6o6ujaA sTOT BOMpOC, uMesA B BHAY OOee OOUIMH KaCc KpaeBbIx 3aa4, 
MbI MpHXOMM K CJleqyrollend mpodseme. 

B n-MepHOM mpoctTpaHcTBe TOYeK (X,...,Xn) 3afqaHa OONacTb G MU Ha 
Hen dpyHKunaA f(x,,..., Xn), HHTerpApyemad B P-OW cTeneHH (1 =p = ow) BMecTe 
CO CBOMMM YaCTHBIMM MpOK3BOAHbIMK JO ONpesesIeHHOFO NOPAAKA BKJIKO“MTEbHO. 
UTO MO)KHO CKa3aTb O MpefebHbIX 3HAYCHHAX BTOH CPyHKUMH HW e€e€ 4aCTHBIX 
NpOuSBOAHbIX Ha rpaHuue S oOnactu G? 

Ota npoOsema BepBble B TpHAWAaTbIX rosax Oblia NocTaBNeHa HM M3y4a- 
Jlacb B padotax C. JI. Co6onesa ([12], [13]), a 3arem B paGorax ero yuenuKa 
B. YW. Kongpauiesa [4]. B peayabtate stHMM aBTOpaMH ObIIM MOyYeHbI fa- 
JieKO MAyYUMe HEOOXOAMMBIE yCOBHA. 

Mue yflasocb B mocreqHee BPeMA YCHIMTb 9TH HEOOXOAMMBIE yCOBMA 
HaCTOJIbBKO, YTO OKA3aJIOCb BO3MOXKHbIM COOTBETCTBYIOLIME TEOPeMbI, HOCALIIME 


Ha3BaHHe TeOpeM BJIO)KEHHA, OOPaTHTb. ODTOMy M MOCBALAeTCA HaCTOALIMI 
okay. 


2. [Ipexye “em nepeiTH K ONMCaHMIO pesy/bTaTOB, A XO4Y BKpaTye OCTa- 
HOBUTbCA Ha METOMAaX HX MOJYYeHHA. 

C OHO CTOPOHbI, 9TO eCTb METOAbI NPOAOMKEHMA PPyYHKUMM 3a Npenerbi 
OOMACTH, Te OHA Obia 3aaHa, TAK 4TOObI COXpaHAHCh ee AMpPepeHuManbHble 
cpodictBa. C Apyrod CTOPOHbI, WIMPOKO MPHMeHAIMCh MeTOAbI TeOpun npHomH- 
*KEHHA CPyHKUMi. 

Ecim 3afabaacb Ha HeEKOTOpOH OOacTH G npocTpaHcTBa dyHKuMA, 06- 
Nafawollad ONpeseAeHHbIMH ANdPepeHUMaIbHBIMH CBOWCTBAMM, TO JIA TOrO 
4TOObI NPHMTH K TOMY, YTO OHA OONafaeT HEKOTOPbIMM Apyrumu pAMddepen- 
WMaJIbHBIMM CBOMCTBAMH, OOBINHO 9Ta dPyHKWMA NpOLOMKaacb 3a G Ha BCe npo- 
CTPaHCTBO C COXpaHeHHem JMdpepeHUMaIbHbIX CBOMCTB, SaTeM OHA pacKasbI- 
BalaCb B px/L NO WebIM PyYHKUMAM KOHEYHOM CTeneHn. 

DyHKUMA Qy,.y,(Z1,+-+)%n) HasbIBaeTCA eNO cbyHKuMeii cTeneHeii 
V\,.++)¥n COOTBETCTBEHHO MO M€peMeHHbIM 2;,...,2n CCIM OHA Wenaa NO KaK- 
NOW M3 9TAX NepeMeHHbIx MH AIA M0GOrO ¢€>O0 MO>KHO yKa3aTb TaKoe A, 4TO 
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AIA BCE€X KOMIIVICKCHbIX 2, 


[Z>,...%| < Agee wy 

OueHku 1A YWJIeHOB paya NONYYaNMCh C MOMOLIbIO OGOGUIEHHEIX Hepa- 
BexcTB /I>keKCOHAa. Jlanee MpwMeHAIMCh TeopeMbI Tuna OOpaTHbIX TeOpeM 
C. H. Bepuutetina [3]. WU anecb cymectBennyto pomb urpanu He TOABKO 
o6oOmeHHbIe HepaBenctBa C. H. Beputeiina (cm. [6]) 

(n) 

(4) Se F aa eaten 
€ MOMOU{bIO KOTOPbIX OLCHHBaeTCA HOPMaA 4YaCTHOH NponsBO_HO dyHKUKH 
£y,...™, HO MW HepaBeHCTBa Apyroro Tuna 


n I/p 
(m) —_9" (n) 
(5) [errall9 2" [IT r2) ler.rll? 
m+1 y 

qoKkazaHHble B [6], Np NOMOLIM KOTOPbIX MOXKHO OWeCHMTh HOpMY cbyHKWMH 
Ly,...2%) PACCMATPMBaeMOH TOJIbKO MO MePpeMeHHBIM X,,...,Xm MPH uKCUpO- 
BaHHbIX Xmii,..., Xn YePe3 €€ HOPMY, BBIMHCIEHHY!O NO npocrpaHctTBy FR, ne- 
PeMeCHHbIX X,,...,X,. Mbl CunTaem, TaKuM OOpa30M, 4TO 

@ @ 
6 (m) t 7 P ie 
(6) ied) ee UAT Ney ayn PX ely <scay Xa), Xie ac Xn} ses 

= -@ 


rye X;—BeULeCTBeHHBI. 

Hepapeuctsa, avanoruynpie (4) vu (5), MMel0T MeCTO HM JVI TPHrOHOMeTpH- 
4YeCKHX MOJIMHOMOB OT MHOFMX MePeMeHHbIX, CCIM TOJIbKO MO, COOTBETCTBYIO- 
UMMM HOPMaMH MOHMMATb MHTerpasbl Bua (6), pacnpocTpaHeHHble Ha KyO C 
peOpom paBHbIM 2st. 


3. YclOBuMcA, 4TO ecuM G eCTb OGNaCTb mpocTpaHctBa R,, BeluleCcTBeH- 
HbIX X,,...,Xn, TO G, OGo3Ha4aeT OOaCTbh COCTOALIy!O M3 TOYeK G, yjalleH- 
HBIX OT rpaHuitbt! G Ha paccTosHue Oonbuiee 7. Ecru G=—R,, TO Gy=Ra. 
Byjem ropoputb, 4TO dyHKunaA f(X,,..., Xn) MM€eT YACTHYIO MPOM3BOAHYy 10 


MNO nmepeMeHHOw x, Ha G, eC aTy tyYHKUKtO MO)KHO BHAOH3MCHMTb Ha 


af 
Ox 
MHO)KECTBE N-MEPHOK MePbI HYJIb, TaK 4TO MOCMe |TOFO OHA MOUTH [IA BCEX 
(PUKCHPOBAHHBIX X),...,Xn OyfeT Kak chyHKUMA OT xX, AOCOMOTHO HeNnpepbiBHa 
Ha JO60M 3aMKHYTOM NIpHHawiekaujem K G OTpesKe H, CefOBaTeIbHO, GyseT 
Ha BCAKOM TaKOM OTPe3Ke MMETb NOUYTH BCHOy NpOMsBOAHyHO NO X;, KOTOpy!O 


0 : 
MbI HW OyfeM OO6O3HA4aTb CHMBOJIOM 4f, Tlogo6HbIM O6pa3z0mM onpenenAoTca 
1 


NO WHJAyKUMM 4YacTHbIe npousBomHble oT f BbICWUerO NopagKa. Ecnm Bce OHM JO 
onpeyeseHHoro nopaqka @ uHTerpupyembI Ha G B p-oi creneHM (B CMBICIIC 
L,(G)), TO OHM He 3aBHCAT C TOYHOCTbIO 10 MHODKECTBA MEPbi HyJIb OT M0- 


paaka puddepenuMpoBaHna. 
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Sanagum 4yncio r>Ou nyctb r=Fr-+d, mre O<e = ty ur —ueoe. By- 
eM TOBOpHTb, 4¥TO cpyHkuna f MpHHatexuT K Kaccy 1 (G;M), ecan ona 
onpemesena M uHTerpupyema B p-o cTeneHH (1 Sp= a Ha G pMecte co 
CBOMMM 4YaCTHbIMH MpOM3BOAHBIMM MO X, AO NOPAAKa F BKJIOYMTEIbHO UM, KPOME 
Toro, NpH @ <1 BbINOMHAeTCA HEPaBeHCTBO 


(J. :) aues BD ds POA He o9 fe as A oe ore kali oe dx)” = M\h\’, 


anpu ¢—1 
1) 


D (xicb AipXa, wansiXh) aera aneemaa -t 


(\---} 


Gy 


ye < MIh\, 


wie Toy ely Nace. XA} PANT 

ecan |h| < 7. 

Ecum qyHkuna f MpwHasiexuT OJHOBPeMeHHO K K1acCaM HS (G;M) 
(i—1,..., 1), TO 6ygem nucats, uto fEH;(G; M). 

Cnenaem ee cyefyroulee 3ameyaHue. PyHkuna f, NpHHaiexaulaa K 
Klaccy H;?(G;M), onpefeseHa, BOOGIE TOBOps, TOJIbKO NOYTH BCIO,y Ha CG, 
NOSsTOMY (OPMa/IbHO OHA KaK MPYHKUMA OT X,,...,X%m, MPH dMKCHPOBaHHbIxX 
Xm+ly+++)Xn, ABIACTCA HeOMpesereHHOH. Ho, OKasbIBaeTCA, ECM yAOBIeTBOP- 


n—m 
ACTCA MONOJIHUTEIbHOe YCJIOBHE ina Oleh t >0O Bcerfa MO>KHO ys BHJOU3MCHHTb 
Ha sMHO)KECTBE MEePbI HY/JIb Tak, 4YTO MOCIe JTOTO Oy AeT MMC€Tb Me€CTO 


lim J: LLFx., sina Xincy Kola ates 1h ae Lene ae PED oe AXm=e0 


> jx, - x | +0 
m+ 
WIA BCAKOPO 34MKHYTOFO MHO)KECTBA O TOUeK (X,,..., Xm), MPMHAMIExKauero K 
cooTBeTCTByloulemy ceyeHutoO G. B aTOM CMBICIE MODKHO FOBOPUTh COBEPLIeHHO 
ONpefeNeHHO O PyHKUMH f(X1,..., Xm, Xmt1,+ +.) Xn) OT MEPEMEHHBIX X1,...,Xm,y 
KOra 3aPUKCHPOBAHbl X41, ---, Xn- 

4. Cnpapeqiuppt Teopembt: 

Teopema 1. Mycrb sagqana pynxuna f(x,,..., Xn) € HE? (Re} M) wu cuc- 
Tema (2) HEOTPHUATEbHbIX WEIbIX YACEM Amit, ...)4n, AIA KOTOPBIX 


Kpome atoro, nyctTb 


n—m 
Mor—2—- FE S06, 
P 
Torga Mpv s06bIX (PUKCHPOBAHHBIX Xpyi,.s-) Xn 


W(X) 6 +0) Xm) = € Heo hn k), 


- 


6 Xm41 see ax," 


Csouctea HeKOTOpHIX KNaCCOB (pyHkuMM MHOrMX NepemeHHEIX 65 
rye: 
ik ig (File “fe ) 
Wilp | 


M C—KOHeTaHTa, He 3aBucaias oT ||f\|" 4 M. 


Teopema 2 (o6patnaa k Teopeme 1). SaqaHo nonO@KUTeTbHOe 4uCIO F 
M HaTypaibHble 4HC1a m Mon, AAA KOTOpKIX 1 = m<n. Kpome toro, 3aqanbl 
BCEBO3MOXKHbIC CHCTEMBI (A) HEOTPHUATeIbHbIX LeIbIX 4NCeT 


hee: saey Asis 
WIA KOTOPbIXx 


£24 
A= Deak Aj<r 
m+1 
M 4MCIIa 


n—m 
oe = r—A—_———_ > 0. 
Pp 

Ilyctb, qanee, KaxKqoH cucTeme (A) npuBegeHa B COOTBeTCTBHe (pyHkuHA 
Poa) (X1,-+-,Xm) OT M NePeMeHHbIX, NPHHAIEKawlad COOTBETCTBEHHO K Klaccy 
He) 5 M” ca) 

im $ ); Tae M*” HeKoTOpbie NONOMKMTebHbIE YUCCA. 

Torga MO%KHO NOCTpouTbh dyHKunto f(x,,..., X,) OT 2 NepeMeHHbIX, O6.1a- 

Waroulyto CeXyIOWMMH CBOMCTBaMH : 


1. f€ Hy (Rn; K), rae 
KK ; 
Wf <C> Ml gonll? +M), 
ae x 


OR Xiyaroy hee Oye =ne 0) 
yg ea Tae ee POA gee op Xm)- 
; OXwad 2 Oka ae em) 


Iipu 2—O yactHad mpousBoqHad coBnayaeT c caMOH dyHkuHel. 

Teopempi 1 u 2 O606mlaloTcCA TakKE Ha TOT Cyy4al, KOra pedb HjeT ” 
Oo pynxuun f, npanagrexauseli K Gonee oOmemy Knaccy Hy" (Mi, ..., Mn), 
NIpeAcTaBaiouleMy COOOKM nepeceyeHHe KIaCCOB iene (M;) (i= 1,..., 2), HO MbI 
Ha 3TOM OCTaHaBJIMBaTbCA He OyeM. 

5. Hac 6yneT MHTepecoBaTb NOJIyYeHHe aHaOrM4HbIX TeOpeM B Cuyyae, 
Kora BMeCTO -MepHOrO JIMHeMHOrO NOAMpoctpaHcTBa urypupyeT MPOUsBOIb- 
HO€ KPMBOe JOCTATOYHO riayKOe m-MepHOe MHOFOOOpasne. 

m-MepHoe MHOroOOpasve S ompeperaetca cleyOUMM OOpa30M. ITO eCTb 
BaMKHYTO€ OFPaHHYeHHOe MHOMKECTBO, MpHHaeExKauyee K R,, TakOe, YTO KadK- 
jaa ero TouKa P, MOKET ObITh OKPyKeHa WWaPOM C LEHTPOM B Hel HM HACTObKO 
Masloro pajuyca, 4TO OH OTCeKaeT OT S KYCOK 9, onpeseseMbi MPH COOTBET- 
CTBylOuleH HyMepallMH OCeH KOOPAMHAT ypaBHeHHAMH 
(7) Xi = PAX o 4s Xn) (i=m-+1,...,a), 

5 Acta Mathematica 


ee 
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Korga TOUKa (X,,..-,Xm) MpoOeraeT HeKOTOpyio m-MepHyto OGuIacTb CG. IIpu 
9TOM Mpegmosaraetca, YTO BO3MOXKHO C KaKIOM TOYKOH PEO CBAATh N—M 
C[MHMYHbIX BEKTOPOB OPTOPOHAJIbHbIX M@Ky COOOM M TaKMX, 4TO KaKIbIM M3 
HAX OPTOrOHaJIeH K JIMHeMHOMy KacaTeJIbHOMy B TOUKe P K S MHOroOGpasHn. 

Uro KacaeTCA NMpOeKUMM 3TAX BEKTOPOB 

N; = (ay’, ..., en’) (j=m-+1,..., 0), 
TO OHM NYCTb OYAYT PYHKUMH OT X;,...,Xm, MMEIOLME HEMpepbIBHbIe YaCTHbIe 
NpOMsBOAHbIe NOpAAKOB JO 7+ 1 BKOYMTEbHO. 

Ecam Tenepb 3afaHa pyHKiMa OT NM MepeMeHHbIX f¢H(R, 5M), TO 
MOMKHO COBEPLICHHO KOPpeKTHO OMpesesIMTb yHKUHtO f|s, KOTOPylO HHAyUMpyeT 
f ua S. Tipu atom Ha Kycke 6 MHOroOOpasnaA S OHA MODKET ObITbh BbIPaKeHa 
Kak (pyHKUMA OT X,,...,X,, OMpeseseHHad Ha G; e€ ECTECTBEHHO 3aMMCaTb TAK: 


Sie =f Kay as Xm Pets ees Pn). 

IIpu w3BecTHbIX yCJOBHAX, O KOTOPbIX Oyfe€T HTTH Pe4b HWKE, MOMKHO 

OnpefesMTb TakwKe WU MpOM3sBOAHyIO 
seca bila 

(8) GNet aN 
HO Ha MOAPOOHOCTAX, CBA3AHHBIX C 9THM ONpesesIeHHeM, MbIl OCTAHaBJIMBaTbCA 
He OyfeM. SaMeTHM TOJIbKO, 4YTO NPM YCJIOBMAX, KOTOPbIe MMEIOT MECTO B *op- 
MYJIMPyeMbIX HW)KE TEOPeMAX, BbIPaKeHHA [WIA YACTHBIX NPOMSBOAHBIX (8) npe- 
oOpa3yloTcA NpH 3aMeHe OMHHX M KOOPAMHAT Ha Apyrue M OAHKX N—m HOp- 
MaJIbHbIX K S BeKTOPOB Ha /IpyrHe Tak, KaK 9TO MMeET MECTO B KJIaCCHYeCKOM 
ciy4ae, KOra BCE BXOAAU[Me B PaCCMOTPeHHE YaCTHbIE NPOUSBOAHbIe OT PyHK- 
wun f HempepbiBHbl. 


6. Teopema 3. Ilycrb dynKuna f(x,,...,X,) MpHHaqiexKuT K KJaccy ¢ 
H;?(R,;M)  3aqana cucrema (A) HEOTPHUATeIbHBIX YHCE Amit, ..., dn, MIA 
KOTOPbIX 


A= D> 


m+l 


Fy ey Peay ere TB 
P 
Torga cyuiectayet dyHKuna 
af 
a NiisescaNet 4. 


: 
NpHHaMexKallad K KIaccy HE! (G,;Me,), rae G, s10Qaa O6acTb, 3aMbIKaHHe 
KOTOPOH .NpuHajiexkuT K G. [1p 3TOM 


Me, 
af 


ee We een lis). 
8 None ae 
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7. Teopema 4 (o6patnaa teopeme 3). Ilycrb B npoctrpanctse R,, 3a- 
WaHa KOHe4Had CUCTeMa HenepeKPbIBalOMxCA NOMapHO MHOroOOpasnii 


Me Ke ote Su 
‘COOTBETCTBEHHO, HMMEFOLIIAX U3MEpeHHun 


M,,...,M,. |{r—————>s0O}. 
\ p 


Kaxkgoe MHOrooOpa3ve MOKPbITO KOHeYHDIM YMCIOM J@KAaLMX Ha HEM 
MEPeCKPbIBAIOWAXCA KyCKOB 0. KyCKM 9TH ABHO BbIPaKaOTCA 4epe3 Te WIM MHbIE 
Mx KOOPAMHAT NPM NOMOWM paBeHcTB (7) M C TOUKAMM MX CBASAHbI ONpeye- 
JHHbIe CUCTEMbI HOPMAJIbHBIX K O BeKTOpOB N,, 1, ..., Nn. 

SafaHO alee NONOKUTEIBHOe YHCO F HM BCEBOSMOXKHBIe (JOMyCTHMBIe), 
CBAZAHHbIe C KaKIbIM MHOrOOOpa3znem Sx, CucTeMbI (A) HEOTPUUATeJIbHbIX 4MCEN 
Any tly +++) 4ny IA KOTOPbIX 


n 


fie MIR) 


my+l 


n—Mx« 
D 


C kaKbIM KYCKOM O, JIe)KaUMM Ha MHOrOOOpa3zHN Sx, MC KaKIOW J0- 
NyCTHMOH cucTemMOw (A)x NyCTb CBA3aHa dbyHKuMA Fy),c, ONpefeeHHad Ha 
KyCKe 0G, KOTOpytO Cle MOXKHO OGO3HaYaTh Yepe3 Fa),,. Eciu KyCOK O ABHO 
BbIPaKaeTCA Yepe3 KOOPAMHATHI X,,...,Xm, (WIM ApyrHe mx KOOpPAMHAT), TO 
cpyHKuua Fy), BbIPaKeHHaA Yepes ITM KOOPAMHATHI, MyCTh MpMHaMIEKUT K 
kaaccy H?*(G,;M), rye G, ecTb npoexuna Kycka oO Ha JMHeiHOe nognpo- 
CTPaHCTBO MepeMeCHHBIX X,,..., Xm, (MIM Jpyrux MepeMeHHbIX). 

Ha o6umx mepekpbiBaroulMxcaA KyCKax OHOTO M TOrO >%Ke MHOrOOOpa3sHA 
S qdyukunu Fy), mpewmonarawrca CoriacopaHHbIMM Apyr C kpyroM B TOM 
CMBICAe, YTO OHH MOMYMHAOTCA COOTBETCTBYIOLIMM (pOpMyJIaM MpeoOpa3z0BaHHns 
OT OMHOM CHCTEMbI HOPMAJIbHBIX BEKTOPOB K [pyro M OT OMHUX Mx MepemeH- 
HbIX K J[PyrMM, HEOOXOAMMBIM JIA TOFO, YTOOb! ObiIM BO3MOKHbI PaBeHCTBa 


oF 
) aN™xtl... 9 yom 


myt+1 lo 


eX Sr =O! 


he Fay go 


Ula BCeX ONyCcTHMBIX cucTeM (/)q M BCeX KYCKOB, MOKPbIBaIOWMX OHO MH TO 


Ke MHOTOOOpasHe pH OMHOM UM TOM Ke yHKUMH F(Xx,,..., Xn). 
B taKom cayyae B mpoctpanctBe R, MOXKHO TNOCTPOMTb (pyHKIIMio 


F(x,,.--,Xn), MOXYMHAIOLUYIOCA YC/IOBMAM 
Ie Festi, (mM) 
M* 


ae | 
|? | <M Pereellaue tM 
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Snecb BTOpad CyMMa pacnpocTpaHeHa Ha BCEBO3MO)KHbIe JONYCTHMBIE OUC— 
TEMBI Amytty +++) An, COOTBETCTBYIOUIME KYCKY 0 (B 3aBHCHMOCTH OT 4HCIa ero 
u3MepeHHii), a NepBad CyMMa PaCNPOCTPaHAeTCA Ha BCCBO3MOXKHBIC, MOKPbIBatO- 
Me 10 TeopeMe Halim MHOrOOOpa3usa, KyCKM 9. KOHCTaHTa C He 3aBMCMT OT 


> DilFecllic) 4 M. 


g (A)o 
2. CnpaseaamBo papeHctBo (9) fa BCe JOMyCTHMBIX (A)x KYCKOB 9. 


8. C nomoubio Teopem 3 vu 4 MMeeTCA BO3MO)KHOCTh ONpeseJATb 110 
cpolicTsam (pyHKuMn f(Xx,,...,Xn), 3a,aHHOM B R,, CBOMCTBa 3TOK cpyHKWMK Ha 
mHorooopaszun S, npuvasiexauem kK R,. Ho B Mpv.0O*KeHHAX 4aCTO MPMXOMMTCA 
MMETb J[@I0 HECKObKO C Apyrow cutTyauMei. Umenno dbynkuna f(x,,..., Xn) 
OObINHO 3ajjaHa He BO BCeM Mpoctpanctse R,, rye HaxOAMTCA MHOrOOOpas3ue S, 
a B oOnacTH G, KOTOpy!o OrpaHw4MBaeT JaHHOe MHOrOOOpa3ne (n— 1-ro u3Me- 
peHua) C OJHOK cTOpoHbI. B cBa3H C 3THM BOSHMKa€T BONpPOC, KOTOPBIM OBIT 
nocTaBileH B Ha4ale Kak MO CBOMCTBaM qbyHKuUMH f Ha G y3HaTb ee CBOMCTBa, 
TOUHee CBOMCTBA e€€ MpeMebHbIX 3HaYeCHHH, Ha rpaHuue G. Pewulenue atoro 
BONpOCa MO)KHO CBeCTH K JOKa3aHHbIM HAMM TeOPeMaM CJIEMYIOWIMM OO6pa3z0M. 

. JlonyctuM, 3afaHa B HeKOTOpOK OOnacTH GCR, c rpaHnue, mpesctas- 
Jaume co6on AuddepeHuMpyemoe n—I1-mepHoe MHOrooOpa3ne S, dyHkKyHa 
f(%1,---,Xn) MW, MONYCTHM, HAM yyaNOcb aTy dyHKUMIO NposOMKUTD Ha R, 3a 
npegeibt S Tak, 4YTO NpoO_OwKEHHAA dPyHKWWA OKAKETCA NPHHaMeKauled K 
xaaccy H\(R,; M) ¢ HeKoropoi KoncranToi M. Torga yxe S oKxaKetca no- 
rpyKeHHbIM B NpocTpanctso R,, rye onpesetena PyHKUHA, HM AIA TOrO, YTOOKI 
CyMTb O MOBeyeHHH Ha S ee WIM €€ YaCTHbIX NMPOK3BOAHKIX MBI MODKEM NIPH- 
MeCHHTb C(pOpMyJIMPOBaHHble BILE TeEOPeMbI. 

Bor BakHbIM Cry4ai, KOrJa TaKOe NPOO.DKEHHE OCYULECTBUTh BO3MO)KHO. 


Jlemma. Ilycth o6nacthp GCR, wmeeT B kayectTBe CBOeH rpaHMibl 7-paz 
HenpepbiBHO AudpepenunpyeMoe MHOrOOOpasue S (usmepeHua n—1). Tlyctb 
nanee Ha G 3aqana cpyHkuua f MHTerpupyeMad B p-oK cTeneHH (1 Sp XS oo) 
BMECT€ CO CBOMMM 4YaCTHbIMM NMPOM3BOAHbIMM NMOPATKOB 0 / BKJIOYMTEbHO. 

Tora e€ MOKHO NPOAO KUT 3a npenerbI G Ha R, Tak YTO nomyyenHaa 
yHKuMA wy OyxeT OONaMaTh yKa3aHHbIMM CBOMCTBaMM Ha R,. IIpu aTOM 


o*w af 


| Oxi... axa” rt in. 


0Saz=r 


(n) 


’ 


Pp 4) ee 
0= Say,=r L(@) 
1 


re C KOHCTaHTa. 
HerpyaHo ycravaBimBaetca, YTO NONyYeHHad B pesysbTaTe nposomwKeHMA 

yhkuna yy GyneT npwnaqnexath K Kaaccy H\(R,;M), rae 

any 

aX; 


M= sup 


1SisSn 


Lp(6) 
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9. B kayectse npwioxKeHua paccmoTpum NOJIMrapMOHHYeCKyO 3amayy. 
SajlaHa OGnacTb G, rpanuue KoTOpoH aBraetcs AudepeHyupyemoe MHO- 


rooopasue S (n—1 usmepennii). Tpe6yerca uaiitu PYHKUMIO U(X,...,X,), 
YAOBNETBOPAIOMIy!0 BHYTpA G ypaBHeHuto . 
4u—0 


M Ha rpannue S, noqynnatoulyoca ycroBuam 


ah 
SNE aA E10 busied 25 0) 
rye f, 3aqanubie Ha S dyHKuun. 

Cootgercrsyioujad BapMalMOHHad 3afa4a B aHHOM Cry4ae BbITAADMT TAK. 
Tpe6yetca cpeqM BCeEBO3MOKHBIX (pyHKUM F(x,,...,X,) MHTerpupyembix BO 
BTOpOM CTemeHH BMeCTe CO CBOMMM 4aCTHBIMH MpOM3BOAHKIMM NMOpayKa JO r 
BKJIOYMTEIbHO HA YAOBCTBOPAIOLUMX TPaHH4HbIM YCOBKAM 


OF | 
a ae — AsO, 1,552. f-—1 
(10) Ti et ) 
HawTH Ty, JIA KOTOPOM MHTerpas 
e r! OF ; 
5 — mm es ee eT ee a Se d leee ax, 
ea | dle iearecnlrecmerecd 


oOpaulaeTca B MMHMMYM. 

Ecnu cyulectsyeT xOTA Obl OHA AOnycTHMaa cpyHKuMa F, YAOBJIETBOPA- 
folllad 3afaHHbIM rpaHH4HbIM YCJIOBMAM M B TO XKe BPEMA MMECIOLAA KOHE4HBIM 
unterpat Dx[u], TO, Kak 3TO WOKa3aHO B padotax C. JI. Cod6o esa (cM. [13}), 
MMHMMyM uHTerpasia D,[F] gocturaeTtca M MpvHTOM JIA MOMMrapMOHM4eCKOK 
(pyHKUMK. 

Mb cTaBuM BOMpOC, KaKOBbI JOJDKHbI ObITb YC/IOBMA, KOTOPble HAO HalO- 
*KUTb Ha f,, YTOObI OOECMEYMTbh CYLIECTBOBAHMe JONYCTHMOM (pyHKUHH. 

Ecan F gonyctumaa (pyHKuMa, TO MpOsO KUM ce CorlacHoO ciopmy.M- 
pOBaHHOli emMbI Ha R, Tak, YTOObI NPOAOJKeHHAA dyHKyMA F NpMnaMe Kaa 
K Kaaccy H$?(R,; M). 

Tenepb corsacHo Teopempl 3 Ha Kycke 0 MHQroOOpasua S, ABHO BbIPaKAa- 
€MOM 4epe3 KOOPAMHATHI X,,...,Xn (MIM APyrMe KOOPAMHATHI) paBeHcTBaMu 


Xf G(X... +3 Xm) G= im + 1,-2.5 Ys (x1, .++,Xm) € Go 


dbyHKuMA 
ooh (0, Core 
ee) 


(r-a = “ 
Q7 “ \ 3 
HeEOOXOAMMO JOUKHA MpHHagexKaTb K Kaccy Hy = *” (Gy; M) ¢ HeKoTOpoN 
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KoHcTaHTOM M, Tak Kak 


oO aee poe diel a rah soe Oemtnnn eres eae 
: 2 


Eciu Obl MbI Tenepb 3aaiv dyHKuMH fi, COOTBECTBEHHO NPUHaMe Kane 
1 


r-A- — 
Ha KyCKax 0 K KulaccaM Hs 2) (G,: M), TO cooTBeTCTBy!OlHe Npumepbl O- 
xasbiBaioT (cM. [2] u [7], 4TO OHM B OAHMX CJy4aAx 6yAyT WONycKaTb CyllecT- 
BOBaHMe JOMYCTMMBIX (pyHKUMA, a B Apyrux HeT. Ognako, ecam dyHKunu fa 


1 
OymyT Ha KYCKaX 6 NPMHALI@KaTh COOTBETCTBEHHO K KaCCaM H, ons ) (G,, M); 
rye ¢>0, TO Mp 9THX OOCTOATEBCTBAX yKE 3aBEQOMO CylecTByeT AOMyCTH- 
Maa (pyHKUMA, Tak KaK MO TeopemMe 4 MO%XKHO MOCTPOMTb Ha R,, dyHKiHto 
F(X, +++) Xn), MpMHaexKaulyto K Kulaccy H2*(R,; M*), gaa KOTOpOM MMeeT 
mecto (10). Ho torga ona MMeeT MHTerpuHpyeMble BMeCTe CO CBOMMM KBalpaTaMu 
NPOUSBOAHbIe NOpAAKa MO 7 BKIOYMTEIbHO, YTO BIEXeET KOHEYHOCTH D,[u}. 
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L’INFLUENCE DE LA GEOMETRIE 
DE BOLYAI—LOBATCHEVSKY SUR LE DEVELOPPEMENT 
DE LA GEOMETRIE 


Par 
OTTO VARGA (Debrecen), correspondant de |’Académie 


En étudiant l’influence de la découverte de JEAN BOLYAI sur le déve- 
loppement de la géométrie, je désire commencer par les considérations sui- 
vantes : 

Nous traitons d’abord les recherches géométriques qui suivent, au point 
de vue de la méthode, l’examen synthétique de JEAN Botyal. Le résultat de 
ces recherches conduit a la fondation axiomatique moderne de la géométrie. 
Ensuite, nous donnons un apercu sur les études qui, tout en fournissant les 
résultats de J. BOLYAI, ont eu pour effet la découverte des géométries bien 
plus générales que celle de BOLYAI. Parmi ces considérations nouvelles, |’une 
aboutit, en employant la conception projective de CayLEY—KLEIN, 4a la fon- 
dation des géométries basée sur la théorie des groupes, tandis que |l’autre 
prend son point de départ dans la célébre these de RIEMANN, pour aboutir, 
en dernier lieu, a la fondation de différentes disciplines géométriques basée 
sur la géométrie différentielle. 

_ On sait que les recherches des précurseurs de la géométrie non-eucli- 
dienne — G. SACCHERI (1667—1733), H. LAMBERT (1728—1777), A.M. LEGENDRE 
(1752—1833) — suivent la méthode synthétique-axiomatique d’EUCLIDE. Ces 
recherches s’étaient cependant bornées au probléme de l’axiome des_paral- 
léles et leur but était de démontrer que cet axiome découlait des autres axio- 
‘mes euclidiens. BOLYAI et LOBATCHEVSKY avaient déja consciemment pris pour 
point de départ un axiome contraire a l’axiome euclidien, un axiome hyper- 
bolique et non-euclidien des paralléles, s’efforgant de construire un systeme 
géométrique aussi bien possible que celle d’Euclide. Ils ont, comme on sait, 
déduit a cet effet d’importantes propositions de planimétrie, de stéréométrie, 
de trigonométrie et de géométrie analytique. Mais les autres definitions et 
postulats figurant dans |’édifice de la géométrie euclidienne demandaient encore 
un éclaircissement. Comme on sait, plusieurs des définitions données par 
EUCLIDE n’ont, en vérité, aucun contenu mathématique. L’exigence que, une 
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fois les définitions et les axiomes établis, tout théoreme puisse étre obtenu 
de ceux-la par la voie de la déduction logique, n’était non plus strictement 
observée. La cause principale de ces lacunes était l'emploi d’un nombre de 
notions indéfinies, empruntées a l’intuition. Faute d’une axiomatique géomé- 
trique avancée, méme BOLyal et LOBATCHEVSKY n’ont su démontrer d’une 
maniére conforme aux exigences actuelles que l’axiome euclidien des paral- 
léles ne découlait pas des autres axiomes. Pour BOLyAl et LOBATCHEVSKY la 
preuve en était que la trigonométrie absolue était sans contradiction. Pour- 
tant un systéme trigonométrique n’est pas en lui-méme un systeme géo- 
métrique complet, mais seulement une partie d’un tel systeme. Nous avons 
le droit de supposer que BOLYAI entrevoyait cet état de choses, car STACKEL' 
nous apprend que, longtemps aprés l’apparition de |’Appendix, BOLYA! pour- 
suivit des recherches dans cette direction. 

L’examen critique des recherches euclidiennes a abouti a la fondation 
axiomatique des fondements de la géométrie. Ce n’est qu’a la fin du_ siécle 
dernier.et au commencement de notre siécle que ces recherches sont parve- 
nues, dans un certain sens, a une conclusion. C’est D. HILBERT* qui a donné 
la fondation. axiomatique la plus conforme aux exigences actuelles des géo- 
métries euclidienne et non-euclidienne. En élaborant les fondements de la 
géométrie euclidienne de l’espace, HILBERT considére le point, la droite et le 
plan comme des notions fondamentales non définies. Entre celles-ci il con- 
sidére des relations. Pour décrire ces relations, il emploie les termes "’inci- 
der“, ’correspondre“, entre“, congruence“, ’’continuité. Ces relations con- 
stituent les axiomes de la géométrie. Chez HILBERT, l’axiomatique de la géo- 
métrie euclidienne se compose de cing groupes. Les deux premiers groupes 
sont d’un caractére descriptif, puisque le premier groupe concerne |’incidence 
des éléments fondamentaux, tandis que le deuxiéme groupe concerne |’ordre 
des points sur la droite ainsi que la division du plan en deux parties par 
une droite. Le troisitme groupe décrit les mouvements de l’espace par les 
axiomes de congruence. En quatriéme lieu, nous y trouvons I’axiome eucli- | 
dien des paralléles tandis que le cinquiéme groupe se compose des deux 
axiomes de continuité. Chez HILBERT, les axiomes de continuité se compo- 
sent de l’axiome d’ARCHIMEDE et d’un axiome dit de l’intégralité. Dans la plu- 
part des travaux concernant ce sujet, on trouve au lieu de l’axiome de J’in- 
tégralité l’'axiome de CANTOR. L’axiome de HILBERT en est entigrement différent, 
car il proclame en essence que le systéme donné ne saurait étre enrichi par 
d’autres éléments d’une maniére a maintenir valables les trois premiers grou- 
pes d’axiomes. En ce qui concerne ces groupes d’axiomes, il convient de 
souligner que les deux premiers groupes, ceux d’un caractére descriptif, ont 


' P. Sricket, Untersuchungen aus der absoluten Geometrie aus Johann Bolyai’s 
Nachlab, Természettudomdnyi Ertesité, 20 (1902), p. 180—186. 
2 D. Hitsert, Grundlagen der Geometrie, 7 éd. (Berlin, 1930). 
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été introduits et étudiés pour la premiére fois par M. Pascu.® En ce qui con- 
cerne le troisieme groupe d’axiomes, deux points de vue sont également pos- 
sibles. Le premier propose de considérer le mouvement comme une notion 
_fondamentale non définie et de le mettre en relation avec les autres notions 
fondamentales au moyen d’axiomes convenables. L’autre possibilité consiste 
a remplacer cette notion par celle de la congruence. HILBERT a choisi la 
deuxiéme possibilité. Quant ala premiére, qui permet non seulement d’intro- 
duire la géométrie euclidienne et la géométrie non-euclidienne, mais aussi de 
~décrire d’autres systemes géométriques, nous aurons l'occasion d’y revenir 
par la suite. 

HILBERT a démontré que son systéme d’axiomes satisfait aux exigences 
que l’on doit poser a un systéme d’axiomes rigoureusement construit. Un 
tel systeme d’axiomes doit étre exempt de contradictions, les groupes d’axio- 
mes doivent étre indépendants les uns des autres et le systéme d’axiomes 
doit étre complet. Quant a Vabsence des contradictions, HILBERT la 
démontre par l’arithmétisation du systéme géométrique. Le modéle arithmétique 
ainsi obtenu n’est autre chose que la géométrie analytique ordinaire de 
Descartes. Le ssysteme d’axiomes est ainsi exempt de contradictions, pourvu 
que |’arithmétique le soit. elle-méme. En ce qui concerne la démonstration de 
l’indépendance des groupes, HILBERT recourt également 4 des modéles arith- 
métiques convenables. Citons en premier lieu l’indépendance de l’axiome des 
paralléles, car c’est celle-ci’,qui implique l’existence de la géométrie non- 
euclidienne. Dans son ouvrage, HILBERT étudie le modéle de KLEIN.‘ A cet 
effet, il faut prendre, dans la yéométrie analytique de DESCARTES dont nous 
avons parlé plus haut, une sphére et les points de la géométrie a construire 
seront les points situés a l’intérieur de cette sphere. Par droites et par plans, 
nous entendons les parties de droites et de plans ordinaires, situées a |’inté- 
rieur de la sphére. En ce qui concerne ces points, ces droites et ces plans, 
les axiomes d’incidence et d’ordre auront le méme sens que dans la géo- 
métrie analytique compléte de DESCARTES. Les axiomes de congruence seront 
vérifiés, si l’on prend des transformations dans lesquelles la sphere se trans- 
forme en elle-méme et les droites se transforment en droites. Les segments, 
les angles et les triangles sont congruents, s’ils se transforment les uns dans 
les autres par ces collinéations. Etant donné cette congruence des segments, 
le postulat d’ARCHIMEDE est facile a introduire. L’axiome de continuite de 
CANTOR enfin — puisqu’il n’est fondé que sur des axiomes d’ordre — est 
également vérifié dans ces conditions. Nous obtenons ainsi un modéle dans 


x 


lequel tous les axiomes énumérés sont vérifiés, a exception de celui des 


3 M. Pascu, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 2 éd. (avec M. Denn) (Berlin, 1934). 
4 F, Kien, Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Nachrichten d. Kgl. 
Ges. d. Wiss. Géttingen, 17 (1871), p. 419—433.; Math. Annalen, 4 (1871), p. 573—625 et 


6 (1873), p. 112—145. 
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paralléles. Ce dernier n’est manifestement pas vrai. La possibilité d'une géo- 
métrie non-euclidienne se trouve donc ainsi démontrée. Les recherches de 
HILBERT concernant les axiomes de continuité sont tout particuliérement intc- 
ressantes. Une des conséquences les plus importantes de ses résultats est 
Vimpossibilité de donner la fondation de la géométrie projective sans ies 
axiomes de continuité. Pour démontrer que |’axiome de | ’intégralité (ou l’axiome 
de CANTOR) est indépendant des autres axiomes de continuité, il suffit de 
prendre dans la géométrie analytique de DESCARTES, pour coordonnées des 
points et des droites les nombres que nous obtenons en formant la ferme- 
ture quadratique a partir des éléments positifs du corps de nombres ration- 
nels. Quant a l’axiome d’ARCHIMEDE, elle ne dépend non plus des autres 
axiomes. HILBERT en donne la démonstration en construisant un corps non- 
archimédien: Soit une quantité indéterminée soumise aux opérations ration- 


nelles et a l’opération |//1+«*|, ol m est une fonction quelconque obtenue 
par ces mémes opérations. On définit les opérations de corps, en employant 
les. regles formelles de l’algébre élémentaire. L’ordre est donnée par la con- 
vention suivante: Pour deux éléments a et 6 du corps, a>6 si a—b est 
positif pour ¢ assez grand. Les éléments 1 et ¢ du corps ne satisfont pas a 
l’axiome d’ARCHIMEDE. En fondant la géométrie analytique sur ce corps non- 
archimédien, on obtient une géométrie pour laquelle les quatre premiers 
groupes d’axiomes sont valables, mais non pas les axiomes de _ continuité. 
Les recherches de HILBERT sur le groupe d’axiomes de continuité ont une 
grande importance d’un autre point de vue aussi, notamment en connexion 
avec la fondation de la géométrie projective. Ces études se concentrent autour 
du théoréme de PAPPUS ou théoréme particulier de PASCAL, et autour du role 
joué par ce théoréme dans la fondation de la géométrie. HILBERT construisit 
un systéme de nombres non-commutatif, qu’il nomma, pour ses relations avec 
le théoréme de DESARGUES, systeme de nombres de DESARGUES. Ce systéme 
nest pas commutatif, et il n’est non plus continu, car, comme il a été démontré 
également par HILBERT, un systeme de nombres archimédiquement ordonné 
est nécessairement commutatif. Dans la géométrié analytique fondée sur ce 
systeme de nombres, les deux groupes d’axiomes de caractére descriptif sont 
valables, aussi bien que l’axiome des paraliéles. Le théoreme de DESARGUES 
relatit aux triangles est également valable. On peut fonder sur ce théoréme 
un calcul de segments. Le systéme de nombres qui en résulte est isomorphe 
au systeme non-commutatif dont nous nous avons servis a définir cette géo- 
métrie. Pourtant, dans le calcul de segments, la multiplication n’est com- 
mutative qu’au cas oi le théoreme de Pappus est valable. Il suit donc de 
l'isomorphisme mentionné que les axiomes de la géométrie projective, y com- 
pris l’axiome des paralléles, mais sans les conditions de continuité, n’impli- 
quent pas le théoréme de PAppus. On voit donc que la géométrie projective 
ne peut étre fondée exclusivement sur des axiomes descriptifs. 
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En ce qui concerne la géométrie non-archimédienne, il faut encore men- 
tionner les recherches de M. DEHN? relatives aux axiomes de parallélisme et 
de continuité. Il a démontré, qu’on peut construire une géométrie non-archi- 
médienne, dans laquelle tous les théorémes de la géométrie euclidienne sont 
valables, mais il passe par un point une infinité de paralléles a une droite, 
sans que l’axiome correspondant de la géométrie hyperbolique soit satisfaite. 

Enfin HILBERT’ a donné une fondation de la géométrie de Bolyai— 
Lobatchevsky 4 deux dimensions qui ne recourt qu’aux trois premiers grou- 
pes d’axiomes de la géométrie plane, et a l’axiome hyperbolique des paralléles. 

Nous passons maintenant a la fondation de la géométrie non-euclidienne 
par la géométrie projective. Nous avons parlé plus haut du modéle de KLEIN 
qui sert a la démonstration de l’indépendance de l’axiome des _paralléles. 
Dans ses recherches, HILBERT a introduit ce modéle aprés avoir donné un 
exposé complet de la géométrie euclidienne. Cette introduction du modéle a 
permis de démontrer l’indépendance de |l’axiome des paralléles, mais ne per- 
met pas de construire une géométrie non-euclidienne indépendante de la géométrie 
euclidienne, FELIX KLEIN introduit ce modéle non pas par la géométrie euclidienne, 
mais par la géométrie projective, ce qui lui permet de donner une fondation 
entiérement nouvelle de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky. Les travaux 
de F. KLEIN s’inspirent de deux idées. La premiére est celle de la métrique 
projective de CAYLEY’ et la deuxiéme est la conception d’une géométrie pro- 
jective exempte de toute notion de métrique. On sait que, pour obtenir la 
métrique projective de CAYLEY, il faut prendre dans. |’espace projectif une 
quadrique, appelée figure absolue. La droite passant par deux points donnés 
A et B a avec la figure absolue deux points d’intersection, P et Q De la 
méme facon, en partant du sommet de l’angle a6 nous pouvons tracer dans 
le plan de l’angle les tangentes p et q a la figure absolue. Dans les colli- 
néations de l’espace oti la figure absolue est invariante, les rapports anhar- 
moniques (ABPQ) et (abpq) sont des invariants qui ne dependent que des 
deux points, respectivement des deux droites. Si, parmi les fonctions: de ce 
rapport anharmonique, nous prenons celles qui possédent la propriete addi- 
tive exigée par la distance, elles seront déterminées, vs un coefficient con- 
stant, par le logarithme du rapport anharmonique. Pour langle nous prenons 


; gtiyi gen : 
la valeur de cette constante égale 4, car ainsi nous obtenons que Tangle 
a 


complet est égal a 2:7. Partant de ce point, F. KLEIN’ est parvenu de la 
5 M. Deun, Die Legendreschen Satze iiber die Winkelsumme im Dreieck, Math. An- 


nalen, 53 (1900), p. 404—439. rf 
6 ‘i ee Neue Begriindung der Bolyai—Lobatschefskijschen Geometrie, Math. 


trie, Anhang III. 
Annalen, 57 (1903), p. 137—150 et Grundlagen der Geometrie, : 
: 7A ae Six memoir upon quantics, London Transactions, 149 (1859) or Coll. 


Math. Papers, vol. 2. A memoir on abstract geometry, London Transactiois, 160 (1870), p.. 
51—63, or Coll. Math. Papers, vol. 6. 
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maniére suivante a la géométrie euclidienne, a celle de Bolyai—Lobatchevsky, 
ainsi qu’a une autre géométrie non-euclidienne, dite elliptique. Il a tout 
d’abord esquissé une fondation axiomatique de la géométrie projective, qui 
ne dépend pas de la géométrie euclidienne. Sous ce rapport, v. STAUDT® a 
déja largement développé la géométrie projective, partant exclusivement des 
axiomes descriptifs. Les conditions de continuité qui font défaut chez STAUDT 
ont été définitivement réunies par les travaux de KLEIN,’ J. LUROTH, H. G. 
ZEUTEN et DaRBOux." KLEIN a esquissé encore une autre considération fon- 
damentale, a savoir une description de la géométrie projective au moyen 
d’axiomes qui ne concernent qu’une partie bornée de l’espace. Mais ces tra- 
vaux ébauchés par KLEIN n’ont été menés a bonne fin que par M. Pascu.* 
Les éléments fondamentaux de ces axiomes sont, outre le point non pas la 
droite et le plan, mais toujours le segment et la partie de plan. Ainsi les 
axiomes ne se référent qu’a une partie bornée de l’espace. Les centres des 
faisceaux et des gerbes de droites permettent d’élargir l’espace par des 
points idéaux. Si nous remplagons mainienant les 1°”, 2°, et 5° groupes d’axio- 
mes de HILBERT par les axiomes correspondants de PASCH en y ajoutant des 
axiomes convenables de congruence, le groupe de collinéations dans lequel 
deux figures congruentes passent l’une dans l'autre, sera caractérisé par le 
fait qu’il est permutable a un certain systeme de polarité. La surface de coin- 
cidence de ce systeme de polarité aboutit précisément a la figure absolue de 
CAYLEY. Quant a cette figure absolue, il faut distinguer trois cas. 

Dans le premier cas, la figure absolue est une surface elliptique. Les 
points, les droites et les plans doivent étre considérés, comme nous l’avons 
dit plus haut en parlant du modéle de KLEIN, a l’intérieur de la surface. 
Pour la longueur des segments, la constante & de la formule de CayLey doit 
i 
Pe 
Cette géométrie est identique a celle de Bolyai—Lobatchevsky. Pour obtenir 
les deux paralléles 4 une droite en partant d’un point situé en dehors de 
cette droite, on relie ce point aux deux points d’intersection de la droite et 
de la figure absolue. 

Dans le deuxiéme cas, la figure absolue est imaginaire. Cette géométrie 
opére sur l’espace projectif entier. Mais dans cette géométrie, deux droites 
situées dans un méme plan ont toujours un point d’intersection. Dans cette 
géometrie, il n’existe donc pas de paralléles du tout. C’est la géométrie non- 
euclidienne dite elliptique. Si dans le systéme de HILBERT nous faisons 


€tre choisie réelle. Pour la métrique angulaire cette constante est égale a 


® Cur. von Staupt, Beitrdge zur Geometrie der Lage (Niirnberg, 1849). 

® F. Kuem, Nachtrag zu dem zweiten Aufsatze iiber Nicht-Euklidische Geometrie, 
Math. Annalen, 7 (1874), p. 531—537, ou Gesammelte Abhandl. 1. : 

10 £. Darsoux, Sur le théoréme fondamental de la géométrie projective, Math. An- 
nalen, 17 (1880), p. 55—62. 
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abstraction de l’axiome des paralléles, pour ne considérer que la géométrie 
dite absolue, on peut démontrer qu’on peut tracer a toute droite, par un point 
quelconque non situé sur elle, au moins une paralléle. La géométrie absolue 
ne peut donc étre prolongée que dans les géométries euclidienne et de Bolyai— 
Lobatchevsky. L’apparente contradiction soulevée par la géometrie elliptique 
est supprimée dés qu’on tient compte du fait que les droites du plan ellipti- 
que sont des lignes fermées, tout comme celles du plan projectif. C’est pré- 
cisément cette possibilité qui se trouve exclue. par le systéme d’axiomes de la 
géométrie absolue de HILBERT. Les axiomes de PASCH de la géométrie pro- 
jective, qui ne se référent qu’a une partie bornée de l’espace, ne décident pas 
si la droite doit étre ouverte ou fermée. Ils peuvent donc servir de fonde- 
ment aux deux géométries. Dans la formule de distance de CAYLEY, la con- 
Stante doit €tre choisie imaginaire pure, tandis que dans la formule angulaire 
la constante restera. 

Dans le troisiéme cas, l’absolue se dégénére en une conique imaginaire. 
Les points du plan de l’absolue doivent étre exclus des points, des plans et 
des droites de l’espace. Dans cet espace, a toute droite et par tout point non 
situé sur elle, il y a exactement une paralléle, car une droite coupe le plan 
de l’absolue exactement en un point. C’est la droite relient ce point au point 
donné, qui constitue le paralléle en question. Les mouvements de _ l’espace 
sont les collinéations pour lesquelles l’absolue et, avec elle, le plan de |l’ab- 
solue restent invariants. Cette géométrie est la géométrie dite parabolique ou 
équiforme. Au moyen de la formule de CayLey, la métrique angulaire peut 
étre définie d’une facon analogue a Ja géométrie de Bolyai—Lobatchevsky et 
a la géométrie elliptique. Pour le cas donné, cette forme projective de la for- 
mule angulaire était déja connue par E. LAGUERRE.” 

Partant de la géométrie parabolique, la géométrie euclidienne peut étre 
caractérisée par les deux conditions suivantes: 1. Deux segments aboutissant 
4 un point commun sont congruents s’ils constituent les cétés voisins d’un 
parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires. 2. Deux segments 
paralléles sont congruents s’ils constituent les ctes opposés d’un_parallélo- 
gramme. Ces deux conditions permettent de constater la congruence de deux 
segments situés d’une fagon quelconque. Selon la conception projective de 
CaYLEY—KLEIN, la géométrie non-euclidienne et la géométrie euclidienne peu- 
vent donc l’une et l’autre étre subordonnées a la géométrie projective. Cette 
conception dépasse donc celle de BOLYAI. 

Nous verrons par la suite que cette conception projective se trouve a 
l’origine de la fondation de la géométrie fondée sur la théorie des groupes, 
qui se rattache également au nom de KLEIN. Nous devons cependant ajouter 
d’abord certaines remarques 4 ce qui vient d’étre expose. 


11 E, Lacuerre, Notes sur la théorie des foyers, Nouvelles Annales, 12 (1853), ou 
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La fondation de la géométrie projective elle-mémie joue un role trés 
important dans la conception de KLEIN. Ce sont les axiomes de continuiteé - 
qui jouent le role le plus remarquable dans la fondation axiomatique de cette 
discipline. En effet, alors que les axiomes de caractére descriptif expriment 
soit des faits intuitifs, soit des propositions qui devraient étre l’objet des 
recherches méme s’il ne s’agissait pas d’axiomatique — citons par exemple le 
théoreme de DESARGUES relatif aux triangles qui joue un rdle dans l'étude 
axiomatique du plan projectif — les axiomes de continuité sont artificiels et 
servent seulement a pouvoir représenter, a l’aide du modéle analytique habi- 
tuel, la géométrie projective. Le progrés moderne a suivi |’orientation que 
voici: A l'aide de seuls axiomes d’incidence — en y ajoutant, s’il s’agit du 
plan, le théoreéme de DESARGUES, considéré comme un axiome — il est pos- 
sible d’introduire un calcul de points qui se référe tout d’abord aux points 
d’une droite en y induisant un corps. Comme les corps correspondant aux 
différentes droites sont isomorphes, ce corps correspond a la géométrie pro- 
jective méme. On peut démontrer que le corps. de la géométrie projective 
peut étre choisi arbitrairement. On peut donc formuler l’axiome suivant: 

Le corps de la géométrie projective est un corps quelconque. 

Cet axiome ne suffit pas pour établir la continuité de la géométrie. 
Nous y parviendrons en formulant l’axiome de continuité que voici: 

Les éléments du corps de la géométrie projective doivent former un 
espace topologique connexe et localement bicompact. 

Nous avons déja dit que nous introduisons le corps de la géométrie 
projective en considérant une droite quelconque, de sorte que l’axiome de 
continuité représentant une condition relative a ce corps topologique n’est en 
vérité autre chose q’une formulation de la notion de la continuité de la droite. 
En supposant que ce corps est commutatif, ou bien — ce qui revient au 
méme — en prenant le théoreme de PAPPUS pour axiome au lieu du_théo- 
réme de DESARGUES, nous parviendrons, a l’aide de l’axiome de continuité, 
au théoréme suivant de L. S. PONTRIAGUINE :” 

Le corps de la géométrie projective est le corps des nombres réels ou 
celui des nombres complexes. 

Ce résultat de l’école soviétique de géométrie constitue un fondement 
satisfaisant de la géométrie projective. 

Deux généralisations de la‘ géométrie dies respectivement 4 MINKOWSK?® 
et 4 HILBERT se rattachent également a la conception projective de CAYLEY— 
KLEIN. Pour arriver a la géométrie de MINKOwsKI, il faut également prendre 


% L. S. Pontryacin, Uber stetige algebraische Kérper, Annals of Math., 33 (1932), 
p. 163—174. 


3-H. Minkowskt, Geometrie der Zahlen (Leipzig, 1896). 


44D. Hisert, Uber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte, Math. 
Annalen, 46 (1895) ou Grundlagen der Geometrie, Anhang I. 
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une figure absolue. Rattachons l’espace affine a un Systemes’ (=, 4277) 
de coordonnées cartésiennes. Considérons, dans cet espace, un corps convexe 
contenant l’origine du systeme des coordonnées. Nous prenons pour figure 
absolue la surface de ce corps. Si nous relions un point quelconque x' de 
Pespace a l’origine O du systéme des coordonnées, le rayon ainsi obtenu 
aura un point d’intersection & avec la surface. La valeur absolue du rapport 
Ox': OF nous donne la fonction F(x) de distance du corps convexe considéré. 
La surface de la figure absolue sera donc caractérisée_ par ’équation F(x) = 1. 
La fonction de distance peut étre caractérisée par les conditions 


bad (x) > 0, Six a=), 

Br (et) == F(x), Siu > 0, 

3. F(x+y) S F(x) +F(y), 
invariantes pour des centroaffinités. MINKOWSKI définit la distance des deux 
points x‘ et y’ par la relation d(x, y)—F(y—x). ll s’ensuit des propriétés 
1. a 3. que la fonction de distance ainsi introduite jouit des propriétés 1. 
d(x,y)>0, si x'=- y', et 2. d(x, y)+d(y, z) = d(x, z). MINKOWSKI a introduit 
cette géométrie aux fins de la théorie des nombres et les propriétés que nous 
venons d’énumérer ont été démontrées par GOLAB” et HARLEN.” Ces propriétés 
permettent de conclure que dans cette géométrie les lignes les plus courtes 
sont les droites. Cela se prouve aussi de la maniére suivante: on obtient de 
la définition de la distance pour la longueur d’arc d’une courbe différentiable 
x' = x'(t) V’expression ; 


s= i F(x)adt 


qui est invariant par rapport a des transformations de paramétres. Les extré- 
males du probléme des variations correspondant a cette intégrale sont cepen- 
dant les droites ordinaires de l’espace affine. Dans ce sens, cette géométrie 
est compatible avec la géométrie projective. Il convient d’ajouter que la dis-, 
tance ne reste invariante que pour les translations. Celle-ci fournissent alors 
les mouvements dans la géométrie de MINKOWSKI. 
Le moyen le plus simple de parvenir a la géométrie de HILBERT consiste 
poser le réciproque du probléme précédent, c’est-a-dire a chercher toutes 
les géométries métriques de |’espace projectif dans lesquelles les droites sont 
es lignes les plus courtes et dans lesquelles toutes les droites sont d’une 
ongueur infinie. HILBERT résout ce probléme de la manitre suivante: Toutes 
es géométries de ce type sont obtenues si l’on prend une surface convexe 


15 St, Gotas, Quelques problémes métriques de la géometrie de Minkowski, 7rav. 


cad. Mines. Cracovie, 6 (1932). | a: 
16 Sr, GotaB und H. H&rten, Minkowskische Geometrie I—Ili. Monaishefte f. Math. 


. Phys., 38 (1931) p. 387—398. 
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fermée et si l’on ne considére que les points situés a l’intérieur du corps 
convexe, et si l’on détermine la distance des deux points A et B par la for- 
mule d=c log (ABXY) de CaYLEY—KLEIN, ou: X et Y sont de nouveau les 
points d’intersection de la droite reliant les points A et B avec la surface con- 
vexe. Une telle notion de distance satisfait aux exigences décrites plus haut 
sous 1. et 2., dont il découle que les droites sont les lignes les plus courtes. 

L’idée de la démonstration que HILBERT donne pour I|’inégalité du triangle 
est la suivante: Si l’on fixe les points A et B et si lon modifie le corps 
convexe de telle fagon que, sur la droite AB, X’ soit plus pres du point A 
que le point X, et Y’ soit plus prés de B que Y, alors d, la distance des 
points A et B par rapport a la nouvelle figure absolue sera plus grande 
que d. Considérons maintenant un plan contenant les points A et B, de méme 
qu’un point C. Les segments AC et BC ont les points d’intersection U, V 
et T,Z respectivement avec la courbe convexe du plan. Les deux droites 
reliant U a Z et T a V déterminent un point d’intersection W. Dans le plan 
des points A,B et C nous considérons le triangle U7W au lieu de l’inter- 
section du corps convexe primitivement donné. La droite AB a avec le triangle 
les points d’intersection X’ et Y’, situés relativement a AB de la maniére 
décrite ci-dessus. Or, pour la distance des cétés du triangle ABC il est aisé 
d’obtenir la relation 


AB=AC+CB, 


ot AB est la distance de ces deux points par rapport au triangle UTV, tan- 
dis que AC et CB sont des distances par rapport a la courbe primitive. 
L’inégalité du triangle est maintenant une conséquence de notre remarque 
précédente. 

A l’analogie de la géométrie équiforme et par conséquent de la géo- 
meétrie euclidienne qui sont déterminées par une courbe plane dégénérée de 
second ordre, la géométrie de MINKOWSKI comprend le cas ott la surface con- 
vexe se dégénére en une courbe plane convexe. 

Passons maintenant a la fondation de la géométrie basée sur la théorie 
des groupes. Dans nos observations concernant l’axiomatique; nous avons 
déja souligné qu’au lieu des axiomes de congruence on pourrait prendre 
pour notion fondamentale le mouvement lui-méme. Dans la conception de 
KLEIN, teile que nous l’avons décrite tout a l’heure, cette considération est 
trés nettement mise en relief aussi bien en ce qui concerne la géométrie 
euclidienne que la géométrie non-euclidienne. Les géométries peuvent, en 
effet, étre caractérisées par ceux des sous-groupes du groupe des collinéations 
de l’espace projectif pour lesquels les trois figures absolues, dont nous avons 
parlé plus haut, demeurent invariantes. Les notions fondamentales de la métri- 
que deviennent ainsi des invariants de ces groupes, et par la, ces géométries 
sont déterminées d’une maniére univoque. Daris le Programme d’Erlangen, 
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F. KLEIN” a trés clairement exposé la corrélation entre la théorie des groupes 
et la géométrie. Selon sa conception, la caractérisation la plus générale d’une 
géométrie doit prendre pour point de départ une variété quelconque et un 
groupe de transformations qui s’y rattache. Dans ce cas, la géométrie est la 
théorie des invariants de ce groupe. Ce qui est important, c’est que F. KLEIN 
a souligné des conséquences importantes de ce principe, qui permettent la 
démonstration de l’équivalence de certaines géométries. KLEIN appelait ces 
conséquences principe de transition (Ubertragungsprinzip). L’essentiel de ce 
principe tient en deux observations. 

Une variété donnée A peut étre appliquée sur une variété A’. Avec A, 
le groupe de transformations B passe également dans un groupe B’, qui lui 
est semblable. En vertu de l’isomorphisme des deux groupes, leurs théories 
des invariants sont identiques, et par conséquent les deux géométries sont 
équivalentes. 

Pour illustrer ce point de vue, considérons un exemple donné par 
F. KLEIN. Nous projetons une quadrique stéréographiquement sur un plan. 
Par le centre de la projection passent deux génératrices, ayant deux points 
d’intersection avec le plan. Les transformations projectives du plan, laissant 
invariant ces deux points, donnent les applications projectives sur elle-méme 
de la surface de second ordre, pour lesquelles le centre de la projection reste ° 
invariant. Si la surface est une ellipsoide, les deux points mentionnés du plan 
forment un couple de points imaginaire et il s’ensuit que le groupe du plan, 
que nous venons de définir, donne précisément la géométrie élémentaire. Cette 
géométrie est donc équivalente 4 la géométrie projective possédant un point 
fixe d’une surface de second ordre. 

La deuxiéme observation est la suivante: Parmi les points de la variété 
A on peut choisir une figure M qui sera par exemple une droite de l’espace 
projectif. Cette figure doit dépendre d’un nombre N de paramétres, La figure 
M peut alors étre considérée comme point d’une variété A’ 4 N dimensions, 
Le groupe B opérant sur cette figure deviendra maintenant le groupe des 
transformations ‘de la variété A’ et la géométrie ainsi obtenue sera équivalente 
a la géométrie de la figure M en A. 

Pour illustrer ce principe, citons la méthode par laquelle KLEIN a déve- 
loppé la géométrie des droites de l’espace projectif a trois dimensions. | Les 
droites de cet espace peuvent étre caractérisées par six coordonneées de ligne, 
et ces coordonnées satisfont a une relation quadratique. Nous les interprétons 
comme les coordonnées des points d’un espace projectif 4 six dimensions. 
Ainsi on obtient Jes points de I’hypersurface de second ordre caractérisée par 
la dite relation quadratique. Nous voyons donc que la geometrié des droites 
de l’espace 4 trois dimensions est équivalente a la géométrie de l’espace pro- 


17 F, Krein, Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen, 
Math. Annalen, 43 (1893). 
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jective 4 six dimensions, dont l’absolue coincide avec l’hypersurface de second 
ordre en question. : 

Le principe de transition a entrainé des conséquences importantes pour 
la géométrie des cercles et des spheres. ll est, en effet, possible de démontrer 
que la géométrie des cercles de MOEBIUS est équivalente a celle des géomét- 
ries métriques de l’espace a trois dimensions qui a la sphére pour figure 
absolue; la géométrie des cercles de LAGUERRE est par contre €quivalente a 
celle des géométries de l’espace projectif 4 trois dimensions qui a pour figure 
absolue une ellipse située dans le plan de l’infini. La géométrie des cercles 
de Lie est équivalente a la géométrie métrique d’un espace projectif 4 quatre 
dimensions. L’absolue n’est pas dégénéré et sa signature est égale a 1. 

La conception de KLEIN sur la fondation des géométries euclidienne et 
non-euclidienne présuppose déja la fondation complete de la géométrie pro- 
jective. C’est H. HELMHOLTZ” qui a initié les recherches concernant la pos- 
sibilité de fonder ces géométries au moyen de la théorie des groupes seule, 
étant donné une caractérisation topologique de la variété considérée. S. Lic” 
a rattaché ces recherches a la théorie des groupes découvertes par lui; en 
formulant avec exactitude les notions ébauchées par HELMHOLTZ, il a pu 
résoudre complétement le probleme dont nous avons parlé plus haut. Les 
groupes de transformations qui figurent dans ces recherches sont différenti- 
ables et ces recherches se rattachent aux travaux de RIEMANN sur la fonda- 
tion des géométries par la géométrie différentielle. Nous ne traiterons donc 
en détail les recherches de HELMHOLTZ et de LIE qu’aprés avoir étudié celles 
de RIEMANN, dont il vient d’étre question. 

C’est D. HILBERT” qui a fourni a ce probléme une solution exempte de 
toute condition de différentiabilité. Les recherches de HILBERT ne concernent 
que la géométrie du plan. HILBERT définit le plan topologiquement comme 
image homéomorphe du plan arithmétique. Par mouvements il entend les 
applications biunivoques du plan sur lui-méme, pour lesquelles |’orientation 
d’une courbe de JORDAN reste invariante. Pour toute transformation corres- 
pondant a un mouvement la transformation inverse doit, elle aussi, exister. 
Le mouvement laissant un point M fixe, s’appelle rotation autour du point M. 
Aprés ces définitions, HILBERT propose les trois axiomes suivants: 


I. L’effectuation consécutive de deux mouvements est un mouvement. 
Ce qui veut dire en autres mots: 


I. Les mouvements forment un groupe. 


18 H. Hetmnottz, Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen, Mediz. 
Verein. Heidelberg, 4 (1866), ou Gédttinger Nachrichten (1868), p. 193—221. 

WS. Lie und F. Encet, Theorie der Transformationsgruppen \\l, Kapit. 5, (Leipzig, 
1893). 

2” D. Hirpert, Uber die Grundlagen der Geometrie, Math. Annalen, 56 (1902) ou 
Grundlagen der Geometrie, Anhang lV. . 
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II. Si A et M sont deux point différents du plan, par les rotations autour 
du point M, le point A passe en un nombre infini de points. 

HILBERT appelle l’ensemble de points obtenu par une telle rotation une 
circonférence véritable, car il démontre dans sa note que la circonférence 
véritable est homéomorphe a une circonférence du plan arithmeétique. L’axi- 
ome II peut donc étre exprimé sous la forme suivante, identique a la premiere: 


Il. Toute circonférence véritable se compose d’un nombre infini de 
points. 


Ill. S’il existe un mouvement qui transporte trois points A, B et C dans 
un voisinage quelconque des points A’, B’ et C’, il doit exister un mouve- 
ment qui transforme les points A, B et C en A’, B’ et C’. 

HILBERT a démontré, en vertu de ces trois axiomes, que la géométrie 
en question est la géométrie euclidienne ou la géométrie de Bolyai— 
Lobatchevsky. Nous avons déja remarqué que HILBERT a démontré la homé- 
omorphie de la circonférence véritable et de la circonférence arithmétique, ce 
qui veut dire que le groupe des rotations autour de M et les groupes de 
rotations euclidiennes ordinaires sont isomorphes. L’introduction de la droite 
véritable se fait par les étapes suivantes: Nous appelons segment tout couple 
de points AB. Deux segments sont congruents, si un mouvement fait passer 
lun dans l’autre. Une rotation autour du point M est appelée demi-rotation 
si, effectuée deux fois de suite, elle donne pour résultat le mouvement iden- 
tique. Or, si A, B et.C sont trois points, tels que A passe par une demi- 
rotation autour de B en C et C passe en méme temps en A, B est le milieu 
du segment AC. Si, en partant des points A et B,‘nous poursuivons infini- 
ment ce procédé de bissection et si, a2 l’ensemble ainsi obtenu, nous ajoutons 
ses points-limites, nous obtenons la droite véritable reliant les points A et B. 
En effectuant des demi-rotations et des bissections, !a droite véritable reliant 
A a B peut étre complétée a donner une droite véritable complete. HILBERT 
démontre que la droite véritable est déterminée par deux de ses points. [| 
démontre aussi, pour le point et la droite véritable, la validité des axiomes 
d’incidence et d’ordre du plan. Si l’on considére encore des triangles, les 
axiomes de congruence sont aussi valables. Comme le plan a été défini topo- 
logiquement, les axiomes de continuité le sont aussi. Quant a la position 
relative des droites, elle est décrite ou bien par le postulat des paralleles 
d’Euclide, ou bien par celui de Bolyai—Lobatchevsky. Ainsi il est demontre, 
que le systéme d’axiomes donné caractérise la géomeétrie euclidienne, ou bien 
la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky. . 

Nous venons d’exposer certains éléments importants de la fondation 
projective et de la fondation basée sur la théorie des groupes de la géométrie. 
Ces considérations permettent de donner une interprétation nouvelle de la 
géométrie de Bolyai—Lobatchevsky et, en méme temps, ils nous offrent la 
possibilité d’obtenir d’autres systemes de géometrie. 


G* 
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Une troisiéme et nouvelle direction des recherches géométriques a été 
inaugurée par la célébre thése de B. RIEMANN: »Uber die Hypothesen, welche 
der Geometrie zu Grunde liegen‘.” Il s’agit 1a d’une caractérisation des 
espaces par la’ géométrie différentielle. 


En parlant du programme d’Erlangen de KLEIN, nous avons déja dit 
que l’espace géométrique est une certaine variété 4 n dimensions, munie d’un 
groupe de transformations. A ce sujet, nous n’avons pas encore souligne que 
la notion de variété exige une définition rigoureuse. C’est RIEMANN qui, le 
premier, en a compris la nécessité, en donnant dans sa thése citée plus haut, 
18 ans avant le Programme d’Erlangen, les premiers éléments d’une défini- 
tion de la notion de variété. C’est au moyen d’un procédé recurrent qu’il 
arrive 4 ce que les points de l’espace 4 n dimensions peuvent étre caracté- 
risés par de systémes ordonnés de n nombres et qu’ainsi la variété est 
image homéomorphe d’un certain domaine de l’espace arithmétique. Il con- 
vient d’ajouter que c’était H. PoINCARE™ qui a donné une définition de la 


dimension analogue 4 celle de RIEMANN. La géométrie de RIEMANN se fonde 
sur deux notions. 


1. Sur la variété & n dimensions, dans laquelle |’élément appelé point 
est un systeme ordonné de n nombres x! ({=1,..., 2). 


2. Sur la notion de la métrique en vertu de laquelle il est exigé que 
dans le voisinage d’un point la métrique déterminée par le théoreme de - 
PYTHAGORE. 

Exposée plus détaillément, la deuxiéme exigence signifie que, dans les 
différentiels de coordonnées dx‘, le carré de |’élément d’arc est une forme 
quadratique positive définie dont les coefficients sont des fonctions des coor- 
données de points. Partant de |’élément d’arc, RIEMANN propose une expres- 
sion qui est fonction de l’élément de surface. Il appelle cette fonction la 
mesure de courbure de l’espace. Lorsque |’élément d’aire est déterminé par 
les coordonnées de PLUCKER (4x)'*, la mesure de courbure est un quotient 
dont le dénominateur et le numérateur sont des formes quadratiques dans les 
coordonnées (4x)'*. La forme qui figure dans le dénominateur est la mesure 
du carré de l’élément d’aire. La forme quadratique figurant dans le numéra- 
teur est obtenue en tenant compte, dans le développement du carré de 1’élé- 
ment d’arc, outre les termes de second ordre, des termes de quatriéme ordre. 
RIEMANN établit que la condition suffisante et nécessaire pour qu’une figure 
soit librement mobile dans l’espace et qu’au cours de ce mouvement, les 
rapports métriques de cette figure ne se changent pas, c’est que la mesure 


21 B. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, Habili- 
tationsschrift (1854), ou Géttinger Abhandl., 13 (1868), p. 1—20. 


* H. Poincaré, Revue de méthaphysique et de morale (1918). 
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de courbure soit constante. D’aprés que cette constante est négative ou positive 
nous obtenons précisément la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, 
vement la géométrie non-euclidienne elliptique. Lorsque la constante 
a zéro, l’espace en question est espace euclidien. 

A sa seconde hypothése, selon laquelle l’espace est localement eucli- 
dien, RIEMANN donne la motivation suivante: 

D’abord on suppose que dans l’espace a n dimensions toute ligne est 
mesurable par toute ligne. Donc, si nous voulons mesurer une courbe, nous 
pouvons la décomposer en de parties élémentaires mesurables. Si une telle 
partie élémentaire est déterminée par les points x‘ et x'-+-dx‘) sa longueur 
est appelee l’élément d’arc ds correspondant a I’élément linéaire dx‘. A cause 
de l’additivité de la mesure on suppose que l’élément d’arc est une fonction 
homogene de premier degré dans les dx‘, qui ne dépend pas de |’orientation 
de |’élément linéaire dx’. Pour déterminer plus précisément 1’élément d’arc,. 
RIEMANN recourt a la notion de la distance de points non-voisins, Soit x‘ un 


respecti- 
est égale 


point fixe et x’ un point variable, mais ayant une certaine distance de xi La 
distance de ces deux points est déterminée par la fonction 16 Regt (aoe le 
voisinage du point x’ cette fonction est croissante pour tout x donc elle 
atteint son patente a x. Cette fonction est supposée pourvue de derivées 


continues de second ordre au moins. D’aprés la condition du minimum, les 
termes linéaires s’annulent dans le différentiel de la fonction, et dF prend la 
forme 


0° F(x, x) 
0 7 k 
dia oa; Brae os ae 


Mais le carré de 1|’élément d’arc correspondant a l’élément linéaire dx’, issu 
du point x‘, ne peut différer de cette expression qu’en un constant dépen- 
: 0 


dant du point x’. Le carré de |’élément d’arc est donc, en effet, une forme 


quadratique des différentiels. Cette motivation donnée par RIEMANN présente 
pourtant des lacunes, car elle suppose que deux points non voisins ont 
aussi une distance, ce qui n’est pas le cas dans les espaces généraux de 
RIEMANN. En caractérisant la géométrie euclidienne et les deux géométries 
non-euclidiennes parmi les espaces généraux de RIEMANN par le fait que les 
figures y sont librement mobiles sans déformation, il suppose implicitement 
Vexistence d’un groupe de transformations continu et transitif, pour lequel la 
forme différentielle quadratique caractérisant l’élément d’arc est invariante. 
La motivation de la seconde hypothése de RIEMANN et la fondation des 
géométries euclidiennes et non-euclidiennes ont été réalisées d’une maniére 
parfaitement satisfaisante par les recherches de HELMHOLTZ 8 et de Liz,” dont 
nous avons parlé plus haut. Dans ces recherches, il n’est pas question de 
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la métrique mais seulement du fait que dans l’espace a n dimensions — qui 
est, selon la premiére hypothése de RIEMANN, l'image homéomorphe de |’es- 
pace arithmétique — la mobilité libre est définie de la maniére suivante, au 
moyen d’un groupe de transformations G continu et transitif: 

Soit P un point quelconque de l’espace et M,,...,Mx,.--,Mn1 des 
éléments de surface passant par ce point, de dimensions 1,..., n—1 respecti- 
vement. Dans ce cas, le point P étant fixe, les transformations de G trans- 
forment M, en un Mj quelconque, M, passant par M, en M:, un M;, passant 
par les éléments Mi, Mo,..., Mx précédents en un M;. quelconque passant 
par M;,...,My-1. Si k=a—I, le systeme M,,...,M,-1 d’éléments de sur- 
face incidents ne reste invariant que pour la transformation identique. 

Dans ces conditions, c’est LiE qui a prouvé rigoureusement que |’es- 
pace ne peut étre identique qu’avec l’espace euclidien ou avec les deux 
espaces non-euclidiens. Mais dans un tel espace, le carré de 1’élément d’arc 
est déterminé par une forme différentielle quadratique et la mesure de cour- 
bure qui appartient a cet élément d’arc est constante. 

Omettons maintenant la condition que la mobilité libre de l’espace soit 
garantie par un groupe transitif G et supposons ce qui suit: L’espace vecto- 
riel qui se compose des éléments linéaires dx‘ partant d’un méme point, doit 
disposer dans un point P quelconque de mobilité libre, dans le sens suivant: 

Les dx‘ soient soumis a |’opération d’un groupe projectif P,, qui trans- 
forme les éléments de surface M,,..., M,-1 issus de P de la maniére décrite 
plus haut, la transformation identique étant notemment la seule qui laisse 
invariant le systeme d’éléments incidents Mi,..., Mit. 

Sous cette condition, il existe une forme quadratique dans les dx’, 
invariante par rapport au groupe P,. Si deux éléments linéaires sont consi- 
dérés congruents dans le cas ott P, contient une transformation faisant passer 
les deux éléments linéaires l’un dans l'autre, et si la longeur d’éléments 
linéaires congruents est considérée égale, alors le carré de |’élément d’arc 
satisfera précisément a la deuxiéme hypothése de RIEMANN. Formulée égale-— 
ment par S. Lie, cette constatation révéle le sens profond de la deuxiéme 
hypothése de RIEMANN. 

Si l'on considére l’homogénéité de l’espace, exprimée par sa mobilité 
libre, comme sa propriété principale, il semble que le travail de RIEMANN 
n’a servi a rien, puisqu’en dernier ressort ce sont seulement les espaces 
euclidiens et non-euclidiens qui ont de l’importance. Mais RIEMANN en pen- 
sait autrement. Il affirme que la métrique de l’espace est déterminée par des 
causes intrinséques, particuliérement accessibles a la physique. H. WeyYL™ 
interpréte cette pensé de RIEMANN en déclarant que l’espace est une variété 
amorphe a trois dimensions et que seule la matiére remplissant l’espace lui 


23H. Wevt, Raum, Zeit, Materie, 5° éd. (Berlin, 1923). 
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donne la forme et détermine sa métrique. La théorie einsteinienne de la rela- 
tivité justifie magnifiquement cette affirmation. 

Jusqu’a présent, nous avons considéré la géomeétrie de RIEMANN dans 
un certain systéme de coordonnées. L’analyse donnée par Liz et HELMHOLTZ 
de la deuxiéme hypothése de RIEMANN est indépendante du systéme de coor- 
données. La forme quadratique doit donc ¢étre invariante par rapport a des 
transformations de coordonnées. Il est cependant évident que dans la géo- 
métrie de RIEMANN, toute relation exprimant un fait géométrique quelconque 
doit étre indépendante du systéme de coordonnées. C’est G. C. Ricci qui 
a proposé un tel calcul invariant par rapport a des transformations de coor- 
données. Le fondement algébrique de ce calcul est donné par l’algébre_ ten- 
sorielle. Le tenseur est essentiellement déterminé par des éléments de surface 
d'un certain ordre. L’ordre de ces derniers détermine aussi l’ordre du tenseur. 
La partie analytique s’en compose de l’introduction d’opérateurs différentiels 
également invariants par rapport a des transformations de coordonnées. De 
cette maniére, la dérivation ordinaire et la dérivation partielle sont remplacées 
par une dérivation invariante, respectivement covariante. La premiére ne 
change pas le caractére tensoriel des quantités, tandis que la seconde 
augmente d’une unité l’ordre des tenseurs. Dans un espace euclidien muni 
d'un systéme de coordonnées cartésiennes ces dérivations se réduisent aux 
opérations ordinaires de dérivation. Ces notions sont devenues beaucoup plus 
claires depuis que Levi-CivirA* a introduit le déplacement paralléle de 
vecteurs dans l’espace de RIEMANN, le long d’une courbe. Ce déplacement 
paralléle laisse invariant la longueur des vecteurs et l’angle formé par eux. 
Au moyen du déplacement paralléle on peut définir le différentiel invariant 
essentiellement de la méme facon que la dérivation ordinaire. Si l’on conduit 
un vecteur, parallélement 4 lui-méme, sur une courbe fermée infinitésimale, 
située sur un élément de surface, le vecteur de la différence entre la situation 
initiale et la situation finale donnera précisément le tenseur de quatrieme 
ordre qui détermine la mesure de courbure de RIEMANN si nous negligeons 
des quantités d’un ordre supérieur a celui de |’élément d’aire. C’est le ten- 
seur de courbure de RIEMANN—CHRISTOFFEL, établissant le caractére invariant 
de la mesure de courbure par rapport a des transformations de coordonnees. 

C’est A ces considérations que se rattache le “probleme fondamental 
suivant de la géométrie de RIEMANN. Il faut déterminer un systeme d'inva- 
riants différentiels, nécessaire et suffisant pour caractériser l’espace. Aprés 
avoir construit un tel systéme, on peut constater si deux espaces de ices aliln 
sont équivalents ou non, c’est-a-dire si leurs éléments d’arc peuvent passer 


2% G. C. Ricci, Sulla derivazione covariante ad una forma quadratica differenziaie, 


Rendiconti Circ. Mat. Palermo, 42 (1917). ie? an ee 
¥ 28 T. Levi-Civita, Nozione di parallelismo in una varieta qualunque, Rendiconti Circ. 


Mat. Palermo, 42 (1917), p. 173—209. 
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Pun dans l’autre par une transformation de coordonnées. Ce probleme fonda- 
mental a été résolu par E. B. CHRISTOFFEL.” Exprimée en termes modernes, 
cette solution est la suivante: 

Outre la forme différentielle quadratique qui détermine |’élément di’arc, 
le systéme des invariants différentiels se compose des formes dont les coef- 
ficients sont le tenseur de courbure, respectivement les tenseurs qu’on obtient 
de ce tenseur par dérivation covariante. 

Il s’ensuit que le tenseur de courbure et l’opération de la dérivation 
covariante suffisent pour caractériser l’espace d’une maniére invariante par 
rapport a des transformations de coordonnées. 

On peut constater que les espaces dont la fondation peut étre donnée 
a l'aide de la géométrie différentielle, ne sont pas interprétables selon la 
théorie de KLEIN basée sur la théorie des groupes. En effet, s'il en était 
ainsi, cela entrainerait la mobilité libre de l’espace et nous aboutirions ainsi, 
comme il a été dit plus haut, non pas a des espaces généraux de RIEMANN, 
mais seulement a la géométrie euclidienne et aux deux géométries non-eucli- 
diennes. J. A. SCHOUTEN,” puis E. CARTAN* ont pris linitiative de recher- 
ches, qui se proposent d’élargir la théorie de KLEIN, de maniére a pouvoir 
embrasser les géométries récemment découvertes. 

Le procédé de J. A. SCHOUTEN est le suivant: Prenons un repére d’ordre a 
en un point P quelconque de l’espace et une courbe arbitraire retournant au 
point P. Si nous déplagons parallélement ce repére le long de cette courbe 
jusqu’a ce qu'elle revienne de nouveau en P, il s’ensuit des propriétés du 
déplacement paralléle que ce repére peut étre transporté dans le repére pri- 
mitif, par une transformation appartenant au groupe de rotations. En consi- 
dérant maintenant toutes les courbes fermées qui passent par le point P, on 
peut démontrer que les rotations correspondantes constituent un sous-groupe 
G du groupe de rotations. Abstraction faite des isomorphismes, ce groupe G 
est indépendant du repére que nous avons choisi. On peut établir également 
que les groupes qu’on fait correspondre par ce procédé aux points de l’es- 
pace sont isomorphes entre eux, ce qui revient a dire qu’ils représentent le 
méme groupe abstrait. 

En vertu du caractére localement euclidien de espace, tout repére 
d’ordre n, défini en un point quelconque de l’espace, peut étre considéré 
comme localement euclidien. D’aprés E. CARTAN, la courbe fermée mentionnée 
plus haut, ainsi que les espaces euclidiens locaux correspondant a ses points, 
sont appliqués isométriquement sur l’espace euclidien 4 n dimensions. L’image 


% E. B. Curistorret, Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke 
zweiten Grades, Journ. f. reine u. angew. Math., 70 (1870), p. 46—70. 

27 J. A. Schouten, On the number of degrees of freedom of the geodetically moving 
systems, Proc. Kon. Acad. Wet. Amsterdam, 27 (1919), p. 16—22. 

°8 E. Cartan, Les groupes d’holonomie des espaces généralisés, Acta Math., 48 


LA GEOMETRIE DE BOLYAI—LOBATCHEVSKY ET LE DEVELOPPEMENT DE LA GEOMETRIE 89 


ainsi obtenue de la courbe fermée est une courbe ouverte et P, comme point 
d’origine et extrémité, possédera deux images. Les images des deux repéres 
d’ordre n obtenus dans le point P peuvent étre faites coincider au moyen 
d’une translation et d’une rotation. Si nous effectuons cette opération sur 
toutes les courbes fermées: appartenant a P, les transformations dont nous 
venons de parler détermineront un sous-groupe M du groupe de mouvements 
qui sera indépendant du point P et dont la partie homogéne sera identique au 
groupe G. Ce groupe M est le groupe d’holonomie de l’espace de RIEMANN. 
Certains auteurs appliquent cette dénomination au groupe G lui-méme. 

Ce groupe jouit en outre de la propriété fondamentale suivante. Con- 
sidérons deux points P et Q et les espaces localement euclidiens correspon- 
dants, ainsi qu’une courbe quelconque reliant ces deux points. Si & est un 
vecteur en P, il pourra étre considéré comme point dans |’espace local de P. 
Si, dans l’espace local appartenant 4 Q, nous faisons correspondre a ce 
point le point obtenu par le déplacement paralléle du vecteur &' en Q, nous 
obtenons une application congruente entre ces deux espaces locaux. Toutes 
les applications congruentes entre tous les espaces locaux quelconques déter- 
minent précisément le groupe M. 

Le groupe d’holonomie M détermine l’espace de RIEMANN dans le sens 

suivant: En prenant pour point de départ un sous-groupe M de lespace 
euclidien, on peut démontrer que celui-ci peut toujours étre considéré comme 
le groupe d’holonomie d’un espace de RIEMANN et cela caractérise |’espace 
de RIEMANN. C’est G. LAPTIEV™ qui a mené a bonne fin ces recherches, con- 
duisant en méme temps 4 la construction de l’espace de RIEMANN. Partant 
d’un groupe de Lie donné, G. LApTiEv a méme construit des espaces d’un 
type plus général que celui de RIEMANN. II est important pour la construction 
de ces espaces de représenter le groupe par les opérateurs de Lig. A l'aide 
des combinaisons linéaires de ces derniers on peut déterminer toute trans- 
formation infinitésimale de groupe. Dans le cas de l’espace de RIEMANN le 
point de départ de la construction est une variété 4 n dimensions, dont les 
éléments correspondent aux espaces euclidiens locaux. L’application congru- 
-ente de deux espaces locaux voisins quelconques est déterminée par la trans- 
formation infinitésimale du groupe donné, qui détermine en méme temps le 
déplacement paralléle. La métrique, localement euclidien en vertu du caractere 
euclidien des espaces locaux, doit étre tel que le déplacement paralléle qui 
en résulte, soit identique au déplacement paralléle obtenu plus haut. La réali- 
sation effective de ces idées ne demande que la solution d’équations aux 
dérivées partielles. 

Nous venons d’examiner deux problémes principaux de la géométrie de 
RIEMANN, a savoir le probléme de I’équivalence et celui de la subordination 
de la géométrie au moyen du groupe d’holonomie a des considérations de la 


2. Jiantes, Jloxnags: Axag. Hayx CCCP, 71 (1950), p. 597—600. 
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theorie des groupes. L’élément fondamental unique de l’espace a toujours éte 
le point. Mais dans la géométrie de RIEMANN, les droites possédent égale- 
ment des analogues immédiates. Ce sont les lignes géodésiques, déterminees 
par la métrique. Le réle important de ces lignes a été apercu par BELTRAMI, 
avant que le développement de la géométrie’ de RIEMANN que nous venons 
d’esquisser, efit été réalisé. A l’aide de ces lignes, BELTRAMI a démontre 
Videntité des deux géométries non-euclidiennes et des espaces a courbure 
constante. BELTRAMI* a étudié les applications des espaces de RIEMANN, par 
lesquelles les lignes géodésiques passent en lignes géodésiques. I] a en par- 
ticulier examiné le cas, oi l’espace donné est applicable sur un espace dont 
les lignes géodésiques peuvent étre obtenues au moyen d’équations linéaires. 
Cela signifie que l’espace donné est applicable sur l’espace euclidien. 
BELTRAMI finit par constater que cette représentation n’est possible que si la 
courbure de l’espace donné est constante. Il a consacré deux mémoires a 
l’étude des relations avec la géométrie non-euclidienne. Le premier traite le 
cas de deux dimensions,*' tandis que dans le deuxiéme la dimension est 
quelconque.* Dans ces travaux, il démontre que lorsque la courbure est 
une constante négative, l’application décrite plus haut fait correspondre aux 
points de l’espace l’intérieur d’une hypersphére. Les lignes géodésiques devi- 
endront donc les cordes de l’hypersphére. Aux plans a dimensions différentes 
de l’image correspondront dans l’espace primitif des variétés géodésiques 
totales. Si nous considérons maintenant l’hypersphére comme figure absolue, 
Vélément d’arc de la métrique de CAYLEY correspondante coincidera exacte- 
ment avec |’élément d’arc de l’espace primitif. Il s’ensuit que la géométrie 
de cet espace est identique a la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky. En cas 
de courbure positive, l’espace peut étre appliqué sur l’espace euclidien entier. 
Si nous prenons pour figure absolue une quadrique non dégénérée et pure- 
ment imaginaire, |’élément d’arc de la métrique de CAYLEY correspondante 
sera identique a l’élément d’arc de l’espace primitif. Cette géométrie sera donc 
identique a la géométrie elliptique. 

Les considérations développées plus haut permettent de conclure que, 
dans les espaces 4 courbure constante, il existe des surfaces géodésiques 
totales de dimensions 2,...,n—1, et que leurs images dans |’espace-image 
euclidien sont des plans ordinaires, 4 dimensions correspondantes. Dans les 
espaces a courbure constante, il existe donc dans tous les points et dans 


ST 


toutes les directions des variétés géodésiques totales. F. ScHuR*® a démontré 


50 E. Berrrami, Sulla flessione delle superficie rigate, Annali di Mat., 7 (1866). 

31 E. Bevtrami, Saggio di interpretazione della geometria non-euklidea, Giornale di 
Mat., 6 (1868), p. 285—315. 

8 E. Bectrami, Teoria fondamentale degli spazii di curvature constante, Annali di 
Mat., Ser, Il., 2 (1868—69), p. 232—255. 

33 F, SCHUR, Uber den Zusammenhang der Raume constanten Riemannschen Kriim- 
mungsmaBes mit den projektiven Raumen, Math. Annalen, 27 (1886), p. 537—567. 
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que s’il est possible de faire passer des surfaces géodésiques totales dans 
toutes les directions par deux points de l’espace de RIEMANN, cela doit éga- 
lement étre possible pour n’importe quel point de espace et l’espace est de 
courbure constante. 

Pour revenir a l’idée de BELTRAMI, il convient de souligner qu'il n’a 
utilisé essentiellement que les lignes géodésiques et leurs applications. Cette 
idée a conduit au développement de géométries dont les éléments sont, outre 
le point, des trajectoires, déterminées par des équations différentielles de 
second ordre. Les fondements de cette géométrie des trajectoires ont été posés 
par H. WEYL,” L. P. EISENHART,*® O. VEBLEN* et T. Y. THomaAS.*” Tout comme la 
géométrie de RIEMANN doit étre regardée comme la généralisation de la géo- 
métrie euclidienne, la géométrie des trajectoires est une généralisation de la 
géométrie projective. Il s’agit 1a, en effet, d’une géométrie déscriptive pure, 
qui se propose d’examiner les propriétés invariantes par rapport a des appli- 
cations laissant invariantes les trajectoires. I] faut citer, sous ce rapport, les 
recherches de B. KAGAN®*™ sur les espaces subprojectifs. KAGAN a étudié une 
géométrie de trajectoires, dans laquelle la trajectoire est située, employant un 
systeme convenable de coordonnées, dans un plan ordinaire a deux dimen- 
sions. I] suppose, en outre, que tous les plans correspondant a des trajectoi- 
res, passent par un point fixé de lespace. Les systémes de coordonnées, 
dans lesquels cette propriété reste invariante, forment précisément le groupe 
de l’espace subprojectif. 

Entre la géométrie de trajectoires non-métrique et la géométrie de 
RIEMANN, une autre géométrie doit prendre place, qui est la généralisation 
affine, due 4 H. WEYL,” de la géométrie de RIEMANN. Cette géométrie est 
caractérisée par le fait qu’entre les espaces vectoriels locaux de l’espace a 
n dimensions, une application affine est définie, qui dépend des courbes 
reliant les espaces locaux aussi. La connexion affine est déterminée par cer- 
tains paramétres I. Ceux-ci se distinguent par le fait’ que, soumis a des 
transformations de coordonnées, ils satisfont a4 une certaine régle de trans- 
formation. 


44H. Weyz, Einordnung der projektiven und konformen Auffassung, Géttinger Nach- 
richten, (1921), p. 99—112. 

35 L, P. Eisennart, Spaces with corresponding paths, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 
8 (1922), p. 233—238. 

36 ©, VeBLEN, Projective and affine geometry of paths, Proc. Nat. Acad. Scr USA: 


8 (1922), p. 347—350. 
37 O, VepLen and T. Y. Tuomas, The geometry of paths, Transactions Amer. Math. 


Soc., 25 (1924), p. 551—608. 
38 B. Kacan, Sur les espaces sousprojectifs, C. R. Acad. Sci. Paris, 191 (1930), p. 
548—550, et Uber eine Erweiterung projektiver Raume und den: zugehirigen Absolut, Tpyabi 


Cemun. no Bext. u Tens. Anannay, 1 (1933), p. 12—101. 
39 H. Wey, Reine Infinitesimalgeometrie, Math Zschrift, 2 (1918), p. 384—411. 
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Si nous n’exigeons pas la mobilité libre d’un espace vectoriel apparte- 
nant a un point quelconque d’une variété 4 n dimensions, le carré de l’éle- 
ment d’arc ne sera plus déterminé par une forme quadratique dans les diffé- 
rentiels de coordonnées. RIEMANN lui-méme a déja indiqué ce cas dans sa 
these, mais la géométrie métrique, ainsi obtenue, n’ a été décrite que par 
P. FINSLER, “” dans sa thése. Ici l’élément d’arc ds est donné par une fonction 
F(x,dx) qui est du premier degré, positive et homogéne dans les dx’. Les 
droites de cette géométrie seront les extrémales du probléme de variations 
| F(x, x) dt de sorte que celles-ci seront les trajectoires de l’espace. Dans ce 
cas, l’espace n’est librement mobile que dans le voisinage d’une direction 
fixée. Cela signifie qu’un espace euclidien local n’appartient plus a un point, 
mais a un élément linéaire. I] est donc convenable de considérer l’espace non 
plus comme une variété de points, mais comme une variété d’éléments 
linéaires. 

Pour cette géométrie, le calcul invariant par rapport a des_ transforma- 
tions de coordonnées a été établi pour la premiére fois par L. BERWALD.*! 
Cependant BERWALD ne considérait pas encore l’espace comme une variété 
d’éléments linéaires, de sorte qu’au cours du déplacement paralléle corres- 
pondant a la dérivation invariante qu’il a introduite, la longueur des vecteurs 
ne reste pas invariante. Mais dans l’espace de RIEMANN, cette propriété est 
justement la propriété principale du déplacement paralléle de Levi-CiviTA. 

E. CARTAN“ considére déja la variété comme une variété d’éléments 
linéaires et c’est ainsi qu’il est parvenu en 1934 a établir un calcul invariant 
convenable. Dans ce cas, si nous ne considérons plus une courbe fermée, 
mais une variété d’éléments linéaires dans laquelle |’élément linéaire initial et 
final coincident, le déplacement paralléle des vecteurs fournira trois tenseurs 
de courbure. Dans le cas particulier de la géométrie de RIEMANN, |’un de 
ceux-ci se réduit au tenseur de courbure de RIEMANN—CHRISTOFFEL, tandis 
que les deux autres tenseurs s’annulent. A l’aide de ce tenseur, BERWALD “ 
a généralisé la mesure de courbure de RIEMANN a l’espace de FINSLER. Ce 
tenseur peut d’ailleurs étre remplacé par un tenseur plus simple, le tenseur 
dit de courbure principale, introduit par OTTO VARGA.“ On sait que, dans 
espace de RIEMANN, la mesure de courbure, correspondant a un élément de 


40 P. Finster, Uber Kurven und Fldchen in allgemeinen Rdumen, Dissertation (Gét- 
tingen, 1918, et Basel, 1951). } 

41 L. Berwatp, Uber Paralleliibertragung in Raumen mit allgemeiner MaBbestimmung, 
Jahresbericht d. Deutschen Math. Verein., 34 (1925), p. 213—220; Untersuchung der Kriim- 
mung allgemeiner metrischer Raume auf Grund des in ihnen herrschenden Parallelismus, 
Math. Zschrift, 25 (1926), p. 40—73. 


4“ E. Cartan, Les espaces de Finsler, Actualités scientifiques et industrielles, 79 
(Paris, 1934). 


o O. Varca, Uber affinzusammenhangende Raume von Linienelementen insbesondere 
deren Aquivalenz, Publicationes Math. Debrecen, 1 (1949), p. 7—17. 


LA GEOMETRIE DE BOLYAI—LOBATCHEVSKY ET LE DEVELOPPEMENT DE LA GEOMETRIE 93 


surface quelconque, coincide avec la courbure de Gauss de la surface, déter- 
minée par les lignes géodésiques passant par lorigine de l’élément de sur- 
face et tangentes a celle-ci. Une telle surface est appelée géodésique a lori- 
gine de l’élément de surface. O. VarGA“ a démontré que la courbure de 
BERWALD appartenant, dans l’espace de FINSLER, a un élément de surface et 
a une direction de celui-ci, coincide avec la courbure intérieure de FINSLER, 
correspondant a la surface géodésique qui passe par l’origine de |’élément de 
surface et a la direction donnée. Dans le cas des surfaces, dont la métrique 
est déterminée par une forme quadratique, cette courbure intérieure de 
FINSLER se réduit a la courbure de Gauss. 

La caractérisation de la géométrie de FINSLER au moyen d’un_ systéme 
d’invariants différentiels — ce qui revient de nouveau au probléme d’équi- 
valence de l’espace — a été résolue par O. VaRGA.* II a trouvé que le ten- 
seur fondamental appartenant a la fonction F(x, dx) qui détermine la métrique, 
le tenseur de courbure principale, ainsi que deux autres tenseurs qui 
caractérisent la différence de l’espace de RIEMANN et Jes dérivations covari- 
antes de ceux-ci, donnent un systéme complet d’invariants. 

Dans ce cas encore, conformément aux recherches de BELTRAMI, nous 
pouvons poser la question de savoir quels sont les espaces de FINSLER 
susceptibles d’étre appliqués les uns sur les autres, de maniére que leurs 
trajectoires passent les unes dans les autres. C’est L. BERWALD® qui a étudié 
le premier ces applications. La encore, le cas qui nous intéresse est celui ott 
Vespace donné est applicable sur un espace dont les trajectoires peuvent étre 
déterminées par des équations linéaires. Nous appelons ces espaces des espa- 
ces plan-projectifs. Mais dans ce cas, il ne s’ensuit pas que la mesure de 
courbure de BERWALD de l’espace soit constante. Lorsque nous exigeons de 
plus que la courbure de l’espace soit une constante négative et que la lon- 
gueur d’une courbe soit indépendante de son orientation, Cest-a-dire que 
F(x, X) = F(x, —X), les espaces obtenus coincideront précisément avec les 
espaces de HILBERT dont nous avons parlé et dont l’absolue est une surface 
convexe. Lorsque la constante est zéro, nous aboutissons a la géométrie de 
MINKOWSKI. Mais tandis que parmi les espaces de FINSLER les espaces de 
HILBERT peuvent étre caractérisés par les trois propriétés citées plus haut, a 
savoir que 1. l’espace est plan-projectif; 2. sa courbure est constante et 3. la 
relation F(x, x)= F(x, —X) est valable, il n’en est pas ainsi dans la geo- 
métrie de MINKOWSKI, car il existe, en effet, des géométries de MINKOWSKI, 
dans lesquelles la relation F(x,x)== F(x, x) n’est pas valable. Ce carac- 
térisation des espaces de HILBERT et de MINKOWSKI en tant qu espaces de 


44 O. Varca, Uber das Kriimmungsma8 in Finslerschen Riumen, Pubdlicationes Math. 


Debrecen, 1 (1949), p. 116—122. . 
45 L, Berwacp, Uber Finslersche und Cartansche Geometric. IV, Annals of Math., 


48 (1947), p. 755—781. 
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Finsler particuliers a été établie par P. FuNk* et L. BERWALD.“” Parmi les 
géométries de FINSLER, la géométrie de MiNKOwsKI est caractérisée par l’annu- 
lément de deux tenseurs de cette géomeétrie ainsi que cela a été démontre 
par E. CARTAN® et O. VARGA®. 

Nous voila arrivés a la fin de. notre apercu historique concernant le 
développement imposant réalisé par la géométrie et en particulier par la 
geométrie différentielle dans les temps modernes. Nous tenons a souligner, 
encore une fois, que c’étaient les idées géniales de BOLYAI et de LOBATCHEVSKY 
qui ont ouverts a la science ces nouvelles perspectives brillantes. 


BJIMAHWE TEOMETPUU BOAUW—JIOBAYEBCKOIO HA PASBUTUE 
TEOMETPHH 


O. BAPIA (Je6peuer) 


(Pe3tme) 


AsTop yka3blbaeT Ha TO, Kak HCCHeAOBaHHA Boan u Jlo6auescKoro norOKuaAU 
Ha4aJlO PasBUTHIO COBPEMCHHOM AKCHOMATHKK CBKAMAOBOK HM HEEBKANAZOROM reOMeTpHi, NOTOM 
flaeT O4ePK NPOeKTHBHOFO HM TeEOPeTHYeCKO-rpynnoBoro NOHHMAaHHA reoMetTpH uno Kevan u 
K newuy. Hakoueu, TpaktyoTcs AUddepeniMatbHO-reomeTpuyeckHne COOGparxkKeHIA, KOTOPBIMK 
PuMaH pykospoguaca npn OGOCHOBaHMH reOMeTpHH. B KaxkOM M3 aTHX Tpex HaNpaBseHHU 
AaBTOP CTapaeTCA AONTH AO HOBeMWMX HCCAeAOBAHHI. 


46 P. Funk, Uber Geometrien, bei denen die Geraden die Kiirzesten sind, Math. 
Annalen, 101 (1929), p. 226—237. 

47 L. Berwatp, Uber die n-dimensionalen Geometrien konstanter Kriimmung, in denen 
die Geraden die kiirzesten sind, Math. Zschrift, 30 (1929), p. 449—469. 

48 O. Varca, Zur Begriindung der Minkowskischen Geometrie, Acta Sci. Math. Szeged, 
10 (1943), p. 


LA GEOMETRIE NON-EUCLIDIENNE ET LES DEFINITIONS 
AXIOMATIQUES 


Par 
J. HADAMARD (Paris) 
(Présenté par G. Hajos) 


} Reportons nous aux célébres réflexions que. dans la premiére partie de 
ses Pensées, PascAL consacre a la Géométrie. Avec lui, nous noterons que 
lidéal serait de démontrer tout ce que l’on avance et de définir tout terme 
que l’on va employer. Il s’agit — et PASCAL qui ne peut avoir la-dessus le 
moindre doute, le formule explicitement — de définitions nominales, c’est a 
dire d’ “impositions de noms aux choses qu’on a clairement désignées en 
termes parfaitement connus’”’. 

Or a la réalisation de ce double idéal il y a un obstacle qui semble 
insurmontable. On ne peut prouver déductivement quoi que ce soit qu’en 
partant de principes antérieurs. Si ceux-ci, a leur tour demandent a étre 
démontrés de maniére analogue, et ainsi de suite, il y aura bien, au bout du 
compte, un moment ot il faudra s’arréter dans cette voie. Ceci, c’est une 
remarque formulée de haute antiquité: c’est le célébre “dialléle’ qui de tout 
temps a préoccupé la Philosophie, et que nous allons d’ailleurs laisser de 
coté comme étranger a notre objet actuel. 

Mais il en est tout a fait de méme en ce qui regarde les définitions: 
“I] est évident que les premiers termes qu’on voudrait definir en suppose- 
raient de précedents pour servir a leur explication. ... Aussi, en poussant les 
recherches de plus en plus, on arrive nécessairement a des mots primitifs 
qu’on ne peut plus définir et 4 des principes si clairs qu’on n’en trouve plus 
qui le soient davantage.” 

Il y a donc finalement des notions premiéres dont la definition est 
impossible. Heureusement, au moins a ce qu’il semble au premier abord — 
et la Science avait toujours raisonné ainsi —, cette définition se trouve inu- 

tile par le fait que le sens des notions employées dans ces conditions est 
parfaitement clair et intelligible a chacun. 

Seulement, cette position que nous sommes contraints d’adopter comme 
position de repli et qui semble la seule possible, va, a son tour, se révéler 
intenable; ou plutot elle aurait da apparaitre comme intenable a PASCAL Iui- 
méme: car incidemment, dés ce premier exposé,' il énonce une remarque qui 


1 Pensées, premiére partie, art. Il. 
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est une des conquétes les plus fondamentales que la Logique ait jamais réali- 
sées. Faisant allusion aux erreurs qu’on peut commettre dans l’emploi des 
définitions, il voit a cela un reméde infaillible qui est: 

"de substituer mentalement la définition a la place du defini et d’avoir 
toujours la définition si présente que toutes les fois qu’on parle, par exemple, 
de nombre pair, on entende précisément que c’est celui qui est divisible en 
deux parties égales, et que ces deux choses soient tellement jointes et inse- 
parables dans la pensée qu’aussitét que le discours exprime l'une, l’esprit 
y attache immédiatement |’autre“. 

Cette remarque, qui se présente ainsi comme en passant et accessoire- 
ment, PASCAL” y remet plus explicitement l’accent lorsque, dans la section 
suivante, |’Art de Persuader, il résume ses considérations précédentes par huit 
régles dont il nous suffira, ici, de rappeler la premiére et la derniére: 


I. N’entreprendre de définir aucune des choses tellement connues delles- 
mémes qu’on nait point de termes plus clairs pour les expliquer. 


Sue Ope tyenee, OW, #. EO ee 8h 8) Ole ee ey ee et oe 6 Ode |B Bin em OO) |) ak OO 


VIII. Substituer toujours mentalement les définitions a la place des défi- 
nis, pour ne pas se tromper par l’équivoque des termes que les définitions ont 
restreints. LN 

Voila donc huit régles qui sont fondamentales dans toute logique, dans 
tout raisonnement, dans tout acte de la pensée; et il en est ainsi, en parti- 
culier, de la derniére d’entre elles. Mais comment, entre deux principes qui 
se succédent a quelques lignes de distance, le génial auteur des Pensées 
n’a-t-il pas vu éclater une étrange contradiction? Car on ne peut songer a 
substituer une définition a la place d’un défini, 14 ot il n’y a point de défi- 
nition. 

Ce qui semble avoir manqué a PASCAL en l’espéce, sans que cela par- 
vienne a expliquer pleinement la cécité psychique que nous constatons,’ c’est 
d’avoir pleinement réalisé la portée du’ principe qu’il vient d’énoncer. La 
substitution des définitions aux définis est indispensable en toute circonstance: 
dans la pensée courante elle est, comme il le dit, indispensable pour éviter 
les erreurs; mais pour le mathématicien, elle a un autre réle encore, un réle 
non plus négatif, mais positif. Ce n’est pas seulement un principe critique, 
c’est un principe constructif et indispensable comme principe constructif. Sans 
lui, non seulement on serait exposé a s’égarer, mais on ne saurait faire un 
pas. Cela se manifeste dans n’importe quelle démonstration. Soit, par exemple, 


2 Ibid, art. Ill. 

5 Ce phénoméne, qu’on pourrait croire unique tant il est incompréhensible, s’est pré- 
senté 4 maintes reprises dans l'histoire de la Science. Voir notre Essay of the Psychology 
of Invention in the mathematical Field, deuxiéme édition (Princeton, N. J., U.S.A., 1949); 
notre communication au tricentenaire de Newton, publiée par la Société Royale de Londres, 
1946, et Congrés de |’Association Francaise pour l’avancement des Sciences, Genéve, 1949, 
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a démontrer que le diamétre’ est la plus grande corde du cercle: autrement 
dit, que si A et B sont deux points situés sur une circonférence de centre O 
et de rayon R, AB sera toujours au plus égal a 2R. Le premier soin du 
géometre sera de joindre OA et OB. Pourrait-il faire autrement? Assurément 
non, puisqu’il lui faut exprimer la définition de la circonférence, qui consiste 
précisément en ce que chacune des distances OA et OB est égale 4 R; et 
il en est ainsi d’un bout a l’autre de la Géométrie. 

Aucune notion ne peut donc intervenir dans le raisonnement autrement 
que par l’intermédiaire de sa définition. Mais comment cela pourrait-il se faire 
la ot la définition n’existe pas? 


* 
* * 


PASCAL ne serait-il pas revenu sur ce point et ne l’aurait-il pas élucidé 
s'il s’était occupé de l’axiome d’EucLiDE? Celui-ci, apres PASCAL comme avant 
lui, a fait l’objet des recherches des géométres, croyant si souvent, et tou- 
jours a tort, démontrér le mystérieux Axiome, sans que le rapport entre cette 
question et la derniére régle de |’Art de Persuader, tombée dans un incom- 
préhensible oubli, leur soit apparu. 

‘Un siécle aprés |l’Art de Persuader, il est bien curieux de lire la pre- 
miére édition,. parue en |’An II (1794) des Eléments de Géométrie* o1 LEGENDRE, 
dans son préambule, annonce le but de son ouvrage que !’on peut considérer 
comme résumant |’état de la Science a la veille du XIX* siécle. Il reproche 
a ses prédécesseurs une rigueur insuffisante. 

“On reproche aux éléments de géométrie d’étre peu rigoureux. Plusieurs 
de ces ouvrages peuvent avoir des avantages particuliers et remplir assez 
bien le but pour lequel ils ont été composés, mais il n’en est aucun ot l’on. 
ait réussi 4 démontrer toutes les propositions d’une maniére absolument 
satisfaisante. Tantét les auteurs supposent des choses qui ne sont pas con- 
tenues dans les définitions; tant6t ces définitions elles-mémes sont défectueu- 
ses; quelquefois ils se contentent d’invoquer le témoignage des yeux, ailleurs 
ils emploient des principes qui sont vrais en eux-mémes, mais qui parais- 
sent entrdiner quelques négligences dont |’esprit n’est pas satisfait. En général 
il est tres difficile de faire des éléments rigoureux, non seulement dans la 
géométrie, mais dans toutes les sciences: les propositions les plus simples 
sont les plus embrassantes et celles qu’on démontre avec le moins de suc- 
cés. La difficulté n’est cependant pas une raison qui doive empécher d’entre- 

prendre des ouvrages aussi utites.”” 


4 Les Eléments de Clairaut, lequel vise non a Ja rigueur, mais a la simplicité et se” 
base a toute occasion sur. l’observation courante, n’ont pas a intervenir ici. 

5 L’incompréhension du réle-dés-notions premiéres est d’autant plus | etrange que 
Legendre a soin de renvoyer aux Mélanges de Philosophie ou d’ALEMBERT, parfaitement con- 
scient du réle de qu'il appelle les "notions simples“, reconnait, lui, expressément |’impos- 
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Faut-il croire que LEGENDRE n’a pas lu l’Art de Persuader? La tache 
qu’il prétend entreprendre est plus qu’ “embarassante‘, plus que difficile: 
elle sera forcément impossible; l’embarras qu’il craint a juste titre le mon- 
trera bien par la suite, chez lui comme chez tous ses prédecesseurs. 

Avant de s’attaquer a l’axiome d’EUCLIDE (on sait que LEGENDRE lui- 
méme en a, a deux reprises au moins, tenté des démonstrations, naturellement 
aussi fausses que toutes les autres), on a dfi ou on aurait di se préoccuper 
de deux définitions fondamentales, celle de la ligne droite et celle des figu- 
res égales ou plutdt congruentes.° Cette derniére précéde !’autre qui lui est 
en réalité subordonnée et précisément parce que plus fondamentale, elle a éte 
toujours plus ou moins escamotée, alors que celle de la ligne droite faisait 
couler beaucoup d’encre. 

Point d’idée plus simple et plus claire 4 un chacun que celle de la 
ligne droite "dont un fil tendu nous offre l’image“. Mais c’est précisément, 
nous le savons, ce qui fait la difficulté: c’est parce que cette idée est parti- 
culiérement claire et simple dans l’observation courante que la Géométrie ne 
saurait se contenter de l’envisager ainsi. 

Un siécle avant les Eléments de LEGENDRE, presque au méme moment 
ott PASCAL composait les Pensées, les notions fondamentales de la Géomeétrie 
faisaient l’objet d’un examen trés approfondi et particuligrement digne d’at- 
tention puisqu’il était le fait de LEIBNIZ. Le grand philosophe passe en revue 
tous les aspects de la question et tous particuliérement les diverses définitions 
auxquelles ont peut songer pour la ligne droite. 

La définition d’EUCLIDE lui-méme: Recta lines est quae ex aequo suis 
interjicitur punctis, a un défaut majeur, celui... d’étre peu compréhensible. 
C’est ce que LEIBNIZ et LEGENDRE constatent tous deux en se_rencontrant? 
— chose curieuse chez ces deux auteurs qui se sont ignorés — dans la 
remarque (LEGENDRE, deuxiéme édition, p. VI de la Préface) que cette définition 
pourrait étre supprimée comme n’étant nécessaire 4 aucune démonstration“. 

C’est, on le voit, rejoindre la régle de PASCAL, puisque c’est dire avec 
lui qu’une définition doit étre réputée non existante si elle n’intervient pas 
dans les raisonnements. 

Ayant a en adopter une autre, LEGENDRE |’emprunte 4 ARCHIMEDE (lequel 
avait en fait, présentée comme postulat): "La ligne droite est le plus court 
chemin d’un point a un autre“. 


° Nous emploierons cette dénomination. Non seulement elle est préférable a celle de 
"figures égales“, dont l’adoption dans |’enseignement me parait regrettable : mais, en parti- 
culier, ce changement de terminologie s’impose pour suivre les discussion dont nous par- 
lons et dans lesquelles les mots "figures égales“ s’appliqueraient a ce que nous appelons 
aujourd’hui ’figures équivalentes“. 

7 Le travail de Leibniz parait n’avoir pas fait, en son temps, l’objet d’une publication. 


Il nous est connu grace aux Leibnizens Mathematische conan éditées par C. I. Gerhardt, 
t. V (Halle, 1858). 


‘7 
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Si (pour une raison d’ordre pédagogique assez discutable d’ailleurs) 
LEGENDRE prend pour point de départ cette définition d’ARCHIMEDE ce n’est 
pas qu’il la considére comme préférable en réalité. Dans sa Préface il parle 
un autre langage: il rappelle que la propriété ainsi énoncée peut étre déduite 
et a été déduite par EUCLIDE de son axiome X: La ligne droite est celle qui 
ne peut avoir qu’une position entre deux points donnés, pave est dit-il a cet 
endroit, la définition la plus simple et la plus générale qu’on puisse donner 
de la ligne droite“. 

Peut-on, en effet, déduire |’énoncé d’ARCHIMEDE de l’axiome X? Qui et 
non: la déduction peut se faire a partir de l’axiome en question ... joint, 
mais sans qu’on le dise (pas plus chez LEGENDRE que chez EUCLIDE) au fait 
que toutes les lignes droites sont des figures congruentes et que, inverse- 
ment, toute figure congruente a une ligne droite est une ligne droite. Cet 
axiome X, tacitement complété comme nous venons de le dire, recoit de 
LEGENDRE® une forme particuliérement frappante, laquelle coincide avec la 
définition donnée par LEIBNIZ, celle méme vers laquelle s’orientera la marche 
ultérieure de la Science: /a ligne droite est celle qui demeure immobile du 
moment que deux de ses points restent fixes. 

Une derniére définition® a laquelle LEIBNIZ avait songé se raméne au 
fond a la précédente. . 

Aucune de ces définitions, ainsi qu’il apparait sur l’énumération que 
nous venons d’en donner avec LEIBNiz, n’échappe a la nécessité de résoudre 
tout d’abord une autre question mentionnée plus haut, la définition des figures 
congruentes. 

Pour autant que l’on puisse donner un sens 4 celle, si peu claire, don- 
née par EUCLIDE lui-méme, elle voudrait dire que la ligne droite est celle 
dont tout segment est congruent (totalement ou partiellement) 4 tout autre; 
et alors, comme |’a remarqué dés |’antiquité Appolonius, elle s’appliquerait 
aussi bien a la circonférence ou a l’hélice circulaire. 

Cette objection n’échappe pas a LEIBNIZ; pour y répondre, il caractérise 
la ligne droite par la condition que tout segment en soit semblable a tout 
autre, c’est a dire en remplacant la notion de figure congruente par une autre 
beaucoup moins primitive et dont au surplus, l’introduction supprimerait la 
question qui nous occupe, puisque, comme nous le savons, admettre l’exis- 
tance de figures semblables sans étre congruentes (les segments de droites » 
exceptés) revient 4 admettre le postulatum d’EUCLIDE. 

La définition d’ARCHIMEDE, elle, n’a visiblement de sens que si l’on dit 
ce que c’est que des longueurs et, plus précisément, des longueurs égales. 


8 Deuxiéme édition, Préface; VII. . 
9 Loc. cit. (7), p. 174, Nos (11), (13) ou, par lintervention du No (2), p. 172, la notion 


de figures congruentes est expressement invoquée. 
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Nous avons vu plus haut comment devrait étre complété, pour fonder 
le premier Livre de Géométrie, l’axiome X d’EUCLIDE. 

Enfin, 4 la définition sur laquelle se recontrent, LEIBNIZ et LEGENDRE, 
il ne manque que d’avoir spécifié... dans quel mouvement ou, plus exacte- 
ment, dans quels déplacements la ligne dont on dit. seulement que deux de 
ses points restent fixes, est par ailleurs entrainée: est-elle considérée comme 
plongée dans du bois ou dans de la guimauve? 

Ainsi dans tous les cas, quoique tacitement et par une véritable restric- 
tion mentale, on part de la définition, des figures congruentes et méme de 
celle de "figure invariable“. Seulement, 14 — nous en étions bien sfrs a 
l’avance aprés avoir lu PascaL — la Géométrie se dérobe totalement. LEGENDRE 
énonce que deux grandeurs, ligne, surface ou solide sont égales, lorsque 
étant placées Il’une sur |’autre, elles coincident dans toute leur étendue. 

Passons sur l’emploi du mot grandeur“ la ott nous dirions "figure“ 
ainsi que des mots grandeurs ”égales‘‘ (cet adjectif pris dans le sens ou 
nous l’employons maintenant; LEIBNIz dit ’congrua“) qui était peut étre 
courant autrefois, puisque nous le trouvons également chez LEIBNIZ; mais: 
comment excuser |’équivoque, révélatrice de l’embarras que nous prévoyions 
dés l’abord, qui apparait dans le membre de phrase suivant, lequel désigne-: 
rait, semble-t-il, des figures qui sont portées l’une sur |’autre? Strictement: 
parlant, la définition aurait un sens — mais aucune utilité — en ce qui con-: 
cerne un dessin et son calque, au moment’ méme oi l’on trace ce calque;. 
elle n’en aurait aucun une fois le calque enlevé. Et s'il s’agit de figures: 
susceptibles d’étre portées \'une sur |l’autre, dans quelles conditions ce trans-: 
port sera-t-il permis? Si nous étions en Analysis Situs, la coincidence pour-. 
rait étre ainsi obtenue pour des triangles absolument quelconques. C’est donc: 
la question de la figure invariable qui est soulevée sans le dire: qui est! 
escamotée. 

LEGENGRE n’est donc pas arrivé, plus qu’EUCLIDE, 4 faire de la Géomé-: 
trie, du moins dans ses premiers principes, la Science exacte et rigoureuse: 
qu'il annongait. 

* * * 

Cest cet édifice, par lui-méme si mal assis sur ses fondations, que i 
découverte de BOLYAI et de LOBATCHEVSky ruine d’un coup. . 

Non qu’en fondant cette nouvelle Géométrie ils eussent montré, en toute: 
rigueur et sans objection possible, qu’elle ne peut conduire 4 aucune contra-- 
diction. Certes, ils n’en avaient rencontré aucune dans‘ les propriétés, se: 
succédant comme celles de la Géométrie ordinaire qu’ils déduisaient de la! 
négation du Postulatum d’EUCLIDE. Mais si loin qu’ils aient poussé les déduc-- 
tions sans rencontrer d’impossibilités, n’était-il pas possible qu’on en rencon-: 
trat une en allant encore plus loin dans la méme voie? On n’est arrivé a} 
répondre avec certitude par la négative qu’en construisant des figures ott ced! 
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Propriétes soient effectivement réalisées: propriétés identiques a celles de la 
Géométrie ordinaire qui précédent le Postulatum, mais différentes a partir du 
moment ot ce Postulatum intervient. 

Une analogie encourageante était offerte par la Géométrie sur la surface 
d’un sphére, oti les proprietés des triangles s’écartent de celles des triangles 
rectilignes ordinaires comme le font celles de la Géométrie non-euclidienne, ”” 
mais en sens inverse, puisque la somme.des angles d’un triangle sphérique est 
plus grande que deux droits: Géométrie que RIEMANN a pu étendre a tout 
espace, en prenant pour "lignes droites‘ les cercles dont les plans passent par 
un point donnée O et qui sont conservé par une certaine inversion / de pdle O. 

Aussi BELTRAMI avait-il cru réaliser effectivement une Géométrie non- 
euclidienne, du moins une Géométrie non-euclidienne a deux dimensions, en 
définissant une surface, la pseudosphére, sur laquelle régne cette Géométrie? 
Cest une surface de révolution s’étendant 4 l’infini dans les deux sens paral- 
lélement 4 son axe et composée de deux nappes séparées par un paralléle de 
rebroussement. Sur chacune de ces deux nappes on peut tracer des lignes 
-géodésiques et des triangles géodésiques, lesquels (quand ils ne sont pas 
trop grands) comportent les trois cas classiques d’égalité (mais non de simili- 
tude) et vérifient toute la série des premiers théorémes de la Géométrie ordi- 
aire, pendant que, d’autre part, la somme de leurs angles est plus petite 
que deux droits, leurs propriétés étant conformes a la théorie de BOLyAlI— 
-LOBATCHEVSKY. Seulement il faut que les dits triangles ne soient pas trop 
| grands: il ne faut pas qu’ils aillent jusqu’au paralléle singulier, et il faut 
qu’ils ne fassent par leur tour de la surface mais puissent, au contraire, étre 
réduits au voisinage d’un point unique par déformation continue sur cette 
‘surface. L’exemple construit par BELTRAMI ne serait probant que si l’on disposait 
d’une surface 4 courbure totale constante négative dépourvue de singularités et 
‘simplement connexe: or HILBERT a montré qu’une surface de cette note ne 
‘Saurait exister. Em: 

Il y a donc 1a une impossibilité qui, nous le verrons finalement, tient pro- 
fondément a la nature des choses; et il fallait opérer autrement. On y arrive 
d’une maniére que POINCARE ‘a exposé sous une forme particuligrement frap- 
pante dans la Revue Générale des Sciences," en supposant un milieu renfermeé 
dans l’intérieur d’une sphére S oti, moyennant une certaine distribution des 
températures, tous les objets subissent, 4 mesure qu’on s’éloigne du centre, une 


10 Contrairement a plusieurs auteurs, je ne considére pas qu’il y ait lieu d’attribuer 
le nom de Géométrie non-euclidienne a celle qui a été ainsi constituée par Riemann (dis- 
tincte, inutile de le dire, de celle autrement fondamentale, qui fait l'objet de sa Thése 
inaugurale). Ce nom doit, 4 mon sens, étre réservé aux Géométries ot: le Postulatum est 
faux et toutes les propositions antérieures vraies. Or cette derniére condition n’est pas 
remplie dans la Géométrie de Riemann, dans laquelle tout point a un opposé (son trans- 
formé par Pinversion /) lequel peut étre joint a lui par ,droites* riemanniennes. 

11 Tome Ill. 1892, p. 75. 
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contraction convenable aboutissant a les rendre de dimensions infiniment petites 
a mesure qu’on se rapproche de plus en plus de la surface sphérique. Des figu- 
res qui existeraient dans ces conditions a |’intérieur de la sphére seraient régies 
par les lois de BOLYAI—LOBATCHEVSkY. 

Les propriétés de la ligne droite, conformément a l’une quelconque des 
définitions rappelées plus haut, appartiennent non plus aux droites que nous 
connaissons, mais aux cercles orthogonaux a la sphére S; les plans“ seraient 
maintenant les sphéres orthogonales a S et sur chacune desquelles on pourrait, 
par un point donné, mener plusieurs ’’droites“ paralléles 4 une ’droite’« donnée, 
nous voulons dire a un cercle donné. 

Le résultat est ainsi obtenu dans une direction toute différente de la voie 
— voie sans issue — suivie par BELTRAMI. Pour ce dernier, les lignes tracées 
sur la pseudosphére avaient des longueurs définies 4 la maniére ordinaire; il 
en est tout autrement dans les milieux fictifs de POINCARE, comme aussi dans 
la puissante généralisation de RIEMANN. 

Le bouleversement que représente la théorie de BOLYAI est donc beaucoup 
plus profond que ne pouvait le concevoir BELTRAMI: il vise et atteint le défaut 
que nous avons constaté plus haut dans la cuirasse euclidienne. D’EUCLIDE a 
LEIBNIZ et a4 LEGENDRE, les géométres étaient incapables de définir ce que 
l’on doit entendre par figures égales ou congruentes, par longueurs égales et 
par lignes droites; et nous voyons maintenant qu’il ne pouvait en étre autre- 
ment, puisque nous pouvons maintenant, avec POINCARE, employer ces mémes 
mots dans des sens différents de ceux qu’on leur avait donnés classiquement. 

Mais dés lors, nous voici ramenés a la question qui aurait pu se poser a 
PASCAL et que nous nous sommes posée en le lisant: par quoi pouvons nous 
remplacer ces définitions dont nous avons constaté l’inexistance — dont nous 
reconnaissons méme |’impossibilité, puisque les mémes mots auraient un sens 
différent pour les euclidiens et les non-euclidiens — et dont, cependant, la 
Vill-éme régle de l’Art de Persuader nous montre qu’il est impossible de se 
passer si l’on veut soumettre a un raisonnement quelconque les notions dont il 
s’agit? 

La Science contemporaine a résolu cette question, a laquelle PASCAL, s'il 
avait pris conscience de la difficulté, aurait sans doute répondu, faisant avancer 
ainsi de plus de deux siécles la marche de la Logique mathématique. Certes, il 
est impossible de donner des notions fondamentales dont il s’agit une de ces 
"définitions de nom“, seules connues de PASCAL; mais nous pouvons les carac- 
tériser par un systéme d’axiomes exprimant les propriétés dont elles seront 
dotées et qui pourront servir de base de raisonnements. 

C’est ainsi que le groupe de "déplacements“, auquel peut étre soumise 
une figure qui doit rester invariable“, sera caractérisé par un ensemble d’axio- 
mes tels que: 
ce groupe de transformations ponctuelles est transitif lorsqu’on 
l’applique a un point unique. Au contraire, il-n’est pas deux fois transitif: 
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applique a deux points, il admet un invariant (lequel, moyennant des 
proprietes supplémentaires bien connues, faisant également partie de la 
liste des axiomes, donnera la distance); 


les transformations du groupe qui laissent immobiles deux points 
distincts arbitrairement donnés_laissent également immobiles tous les 
points d’une certaine ligne illimitée dans les deux sens (par définition, la 
ligne droite); 


Il existe des surfaces (par définition, les plans), telles que la ligne 
droite joignant deux points de l’une d’entre elles y soit entiérement 
contenue; 


etc. 


et aussi, moyennant la définition (nominale) habituelle des paralléles, 
l’axiome d’EUCLIDE: 


A. Par un point extérieur a une droite, il ne passe qu’une paralléle a 
cette droite 


ou si l’on veut, 


A’. La somme des angles d’un triangle rectiligne est égale 4 deux 
droits. 


Toutefois, un systéme d’axiomes n’est acceptable comme définition que 
s’il est compatible, s’il n’implique pas de contradictions.’ En ce qui concerne 
les axiomes qui définissent la notion de figure invariable, cette compatibilité 
se raméne, moyennant les données de la Géométrie Analytique, a la compa- 
tibilité des axiomes de 1’Arithmétique. 

On devra, d’autre part, examiner si ces axiomes sont indépendants, 
c’est a dire si aucun d’eux n’est conséquence des autres. Il faut aussi qu’ils 
permettent de distinguer l’objet défini de ce qui en est essentiellement dif- 
férent.”* 


12 Si étrange que cela paraisse, les idées sont restées longtemps confuses (voir 
Yimportante édition critique d’Eucuipe par Enriques: Gili Elementi d’Euclide e la critica 
antica e moderna (Stock, Rome, 1925) en ce qui regarde cette condition imposée a une 
définition, et on a semblé croire, malgré une mise en garde formelle d’Aristote, lequel ne 
s’y était pas trompé, qu’une définition assurait par elle-méme l’existence de l’objet défini- 
Enriques (loc. citée) remarque que ce fait permet de comprendre la faveur ‘dont a été 
Yobjet un raisonnement aussi absurde que I’,argument ontologique“, adopté jusque et y 
compris Descartes et méme repris sous une forme légérement différente par SPINOzA. 

13 L’addition du mot ,essentiellement“ est nécessitée par le fait que rien ne serait 
changé si l’on soumettait tout espace a n’importe quelle transformation ponctuelle biuni- 
voque et continue. Toutes les propriétés, a commencer par celles des déplacements, seraient 
exactement les mémes pour les figures transformées que pour les primitives, en sorte que 
leurs théories seraient les mémes en tout point. C’est ainsi qu’on pourrait, théoriquement, 
tracer les figures de Géométrie sphérique en projection de Mercator, si fortement que 
celle-ci les altére au voisinage du pdle qu’elle rejette a linfini: tous les théorémes _reste- 


raient valables dans ces conditions. 
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A ces deux questions, en ce qui concerne la notion de figure invariable, 
la Géométrie, jusqu’a BoLyal et LOBATCHEVSky, avait cru pouvoir répondre 
par l’affirmative — méme, pour la deuxiéme, en exceptant de la liste des 
axiomes celui d’EUCLIDE. Nous savons qu’il y a la une double erreur: l’axiome 
A est indépendant des autres et, sans lui, le groupe des déplacements n’est 
pas complétement défini; on a encore un systéme d’axiomes compatible (celui 
qui varie le milieu fictif de POINCARE) en remplacant l’axiome A par l’axiome 
contraire: 


B. Par un point extérieur 4 une droite, on peut mener plusieurs paral- 
léles a cette droite. 
ou si l’on veut, 


B’. Il existe des triangles rectilignes dans lesquels la somme des angles 
est inférieure 4 deux droits. 

Les définitions axiomatiques ainsi obtenues, l’une pour la Géomeétrie 
euclidienne et |’autre pour la Géométrie non-euclidienne, remplacent donc 
relativement a la notion de figure invariable, la définition nominale absente. 
La faute d’un LEGENDRE ou d’un LEIBNIZ n’ est pas de ne-pas |’avoir donnée 
— il est impossible dela donner — mais d’avoir cru pouvoir s’y dérober en 
se bornant 4 une autre qui n’avait pas de sens sans elle et d’avoir ainsi mé- 
connu la régle fondamentale de PascAL. C’est 4 la lumiére de BoLyar et de 
LOBATCHEVSkY qu’est apparue l’impossibilité d’esquiver et, par conséquent, la 
nécessité de donner sous forme axiomatique la définition de la figure 
invariable. 
mie Cette nécessité n’avait pas été apercue par BELTRAMI. Sa tentative a 
échoué et devait fatalement échouer: car elle ne portait pas la question sur 
son véritable terrain en n’allant pas jusqu’a examiner la base fondamentale 
de la Géométrie, la notion de Métrique que, dans ce qui précéde nous avons 
essayé d’élucider et, qui par ailleurs, a fait l'objet d’une révision beaucoup 


plus profonde encore dans |’oeuvre par laquelle le génie de RIEMANN prépare — 
l’oeuvre d’EINSTEIN. 


HEEBKJIUJIOBA TEOMETPUA WU AKCHOMATUYECKHE OMPEEJIEHNHA 
YK. ADAMAP (Map) 


(Pe30 Me) 


Mcxo1a m3 HekOTOpBIX yTRepxeHH Tlackajs, BbICKa8aHHBIX MM B COUMHEHHH 

»Mbicau“ apTop ykasbipaeT Ha HeENOCTATKM Ocnee CTapbIX BarNATOBR CO aKCHCMaTH4YeCKHX 

onpeneneHuax, Ouennpaetca TawKe BAKAHHe OTKpHITHA Boan u JloGauescKxoro Ha 
akchomaTuyeckne onpepenenna. 


DIVERSES PRESENTATIONS ELEMENTAIRES 
DE LA TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE 


Par 
PAUL SZASZ (Budapest) 


Dans cette conférence, je me propose d’exposer trois présentations élé- 
mentaires de la trigonométrie hyperbolique, essentiellement différentes au 
point de vue méthodologique. La premiére est une présentation spatiale selon 
la voie classique créée par JEAN BOLyAl et LOBATCHEVSky; la deuxiéme est 
une présentation plane se servant de moyens classiques, comme celle de 
H. LIEBMANN; enfin la troisitme est une présentation directe, dans laquelle 
VYemploi de moyens classiques n’est pas utilisé, comme le fit tout d’abord 
L. GERARD. 


I. Présentation d’aprés la voie classique 


JEAN BOLYAI et LOBATCHEVSKY ont tous les deux établi la trigonométrie 
hyperbolique en se basant sur le fait que la géométrie euclidienne est valable 
sur l’horisphére si l’horicycle est considéré comme droite. Dans les détails, 
leurs voies différent complétement I’une de l’autre. Par contre leur point de 
départ commun est le théoréme suivant: si l’on considére des horicycles con- 
centriques distants entre eux de x (fig. 1), le rapport des deux arcs AB et 


AB’ est 
(1) 


ou k est une certaine distance déterminée que |’on 
désigne Punité naturelle de longueur ou paramétre 
de la géométrie hyperbolique. Ce théoréme es est la 
conséquence du fait que le rapport AB:A’B’ ne 
dépend que de la distance x et croit en meme ~ Fig. 1 
temps que celle-ci en prenant toutes les valeurs . 


supérieures 4-1. En effet, la fonction AB: AB = f(x) est par cohséquent 
continue et vérifie l’équation fonctionnelle 


ai 
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f(x+y)=f~FY) 
(fig. 2), d’ou d’aprés Caucuy f(x)=f(1)"; en désignant donc par k la lon- 
gueur pour laquelle f(k) =e, on obtient f(x) =e*. 


Fig. 2 Fig. 3 


Je crois que, de nos jours aussi, en partant du théoreme (1), la trigo- 
nométrie hyperbolique peut le plus simplement s’établir a partir de la géo- 
métrie euclidienne de l’horisphére. Il nous faut seulement établir, selon 


Fig. 4 
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H. LIEBMANN, l’équation de I’horicycle et il nous faut également joindre a 
certaines configurations spatiales de JEAN BOLyal et de LOBATCHEVSKY une 
configuration de V. F. KAGAN. Ce mode nouveau de présentation, nous le 
donnons en détail dans ce qui suit. 


Considérons un point 7 situé sur l’horicycle de centre et passant par 
le point U, et soit A la projection de 7 sur la droite US (fig. 3). Soit de 
plus UVA—x et AT=y. La question qui se pose est de savoir quelle rela- 
tion existe entre x et y? Si Vhoricycle de centre §2 et passant par A coupe 
la droite 72 en P, on a également TP= x. La question qui se pose est donc, 
en d’autres termes, la suivante: quelle est l’équation qui relie le segment de 
tangente AT—y, tangente a I’horicycle passant par A et de centre Q, au 
segment de droite TP—x qui n’est autre que la distance du point 7 a cet 
horicycle ? La subtile configuration de H. LIEBMANN' répondant 4a cette ques- — 
tion est la suivante (fig. 4). 

Soient 2, et 2, les points a l’infini de la droite AT situés respective- 
ment I’un dans la direction 7A, l’autre dans la direction A7. Prenons sur la 
droite TQ les longueurs TA,—= /'A,—y de telle fagon que A, et Ay soient 


de part et d’autre de 7, comme le montre la figure 4. Des faits que RTA, = 
—. Pa , —= 
== ,TA, et que la distance de parallélisme correspondant a cet angle AT= y, 


il résulte que i eas FA,2, = 90°. Comme l’horicycle de centre 2 passant 
par A, coupe 2222, en B,, de méme lhoricycle passant par A, coupe 222, 
en B,, enfin l’horicycle de centre {2 passant par A coupe respectivement ces 
deux droites en B’ et B”’, ona 
AB ABA PS AB es: 

ott S est l’arc d’horicycle déterminé dont la hauteur est la distance de » paral- 
lélisme correspondant a l’angle de 45° (fig. 5). En deésignant Varc AP par 
s, on a d’aprés la_ construction B’P=S-+s et B’P=—S—s; de méme 
A,P=y—x et A,P=y-+x. Il en résulte d’une part que 


yo 
(2) Sts mes 
et d’autre part que 
iG ae S a y+u 
(3) omit Fe oft 
Par addition de ces deux équations on obtient. Fig. 5 


1 H. Liesmann, Elementargeometrischer Beweis der Parallelenkonstruktion und neue 
Begriindung der trigonometrischen Formeln der hyperbolischen Geometrie, Mathematische 
Annalen, 61 (1905), p. 185—199, particuliérement p. 194. 


108 j P. SZASZ 


autrement dit 

(4) cc 

équation cherchée de l’horicycle. 
La différence de (2) et de (3) nous donne 


SP yao 
2 =e EF (e#—e ‘| 


=chz, 


. 


d’ou, d’aprés (4) 
(5) : s=S th. 


D’aprés la relation s’ = se* qui se déduit du théoreéme (1) et dans laquelle 
s’' =UT (fig. 3), on déduit de (5) en vertu de (4) 


(6) s' = Ssh +. 


Nous voyons donc que l’arc d’horicycle est proportionnel ala tangente hyper- 
bolique du segment de tangente, ou bien au sinus hyperbolique de la hau- 
teur, les distances étant mesurées avec l’unité naturelle de longueur k. 

La possession de ces relations nous donne déja la possibilité de dé- 

duire, de la configuration suivante, les formules fondamentales de la trigono- 
métrie hyperbolique. Soit un triangle rectangle ABC (C= 90°), dont les 
éléments sont 
(7) AB=c, BC=a, CA=6, A=’, B=un. 
Menons la perpendiculaire en A au plan du triangle, et soit $2 l’un des 
points a l’infini de cette perpendiculaire (fig. 6). Tragons les horisphéres de 
centre $2 passant respectivement par les trois sommets B, A, C du triangle. 
JEAN Botyal® se servit de la premiére de ces horisphéres, LOBATCHEVSky* de 
ja deuxiéme et V. F. KAGAN‘ de la troisiéme. Le triédre (A92, B22, CQ) coupe 
respectivement ces horisphéres suivant trois triangles horisphériques A,BC,, 
AB,C,, A,B,C. De ces constructions, il résulte que 


—_—. 
BA, r= BA 2=B,A,C=—2t 


2 J. Botyal, Appendix. Scientiam spatii absolute veram exhibens, etc. (Marosvasar- 
hely [Hongrie] 1832), § 25, en frangais par J. Hover, La science absolue de l’espace, etc., 
par Jean Bolyai, précédé d’une. Notice sur la vie et les travaux de W. et J. Bolyai par 
M. Fr. Schmidt, Mémoires de la société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 
5 (1867), p. 189—248; existant aussi sous forme de livre, Paris, Gauthier-Villars, 1868 
(2e éd. Paris, 1895). : 

8 N. I. Lopacevsky, Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien (Berlin, 
Fincke, 1840), § 35 (2e éd. Berlin, Mayer und Miiller, 1887). 

4 V. F. Kacan, voir I’édition russe de Geometrische Untersuchungen etc., par N. L 
Lobatchevsky (Moscou-Leningrad, 1945), p. 133. 
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et ; 
— “_—"™ —_ 
A,C,B= AC: By = A;CB, oe 90°. 


Par conséquent, en vertu du fait que la géométrie euclidienne est valable sur 


Fig. 6 
Vhorisphére, nous obtenons, en considérant respectivement les triangles pré- 
cédents: 
sin a ogiyes AGeirgy ge AC | 
iB AB, A;C 
autrement dit, en tenant compte de (5) et de (6) 
sh 7 
(I) sin 4 = a) 
she 
k 
| m2 
(Il) cos i= erat 
th 
th © 
: k 
(Il) Ua aa agers 
: sh 
de (III), nous déduisons 
oper © 


D’aprés (I) et (II), en vertu 
a a 
b 


b c 
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c’est-a-dire 


c a b 
(IV) cho-—=ch>-ch—-. 


De la formule (II) et de la formule analogue a (I) relative 4 langle «, nous 
obtenons 


b c 
cosh Ss hase 
sin u c OF 

th =~ sh k 
donc, en utilisant la relation (IV), on a 
cosé a 
QW) sinu urs 


Enfin de cette formule et de la formule analogue correspondant au cété 8, 
nous en déduisons d’aprés (IV) 


c 
(V1) ctg Actg w= ch ee 


Les relations (I) 4 (VI) sont les formules fondamentales de la trigono- 
métrie hyperbolique, les équations existant entre les trois cétés et les deux 
angles aigus du triangle rectangle. 

La méthode de V. F. KAGAN,” qui n’utilise pas le théoréme (1), est plus 
directe que ce mode de présentation, mais demande plus de calculs. Dans 
un de mes ouvrages® j’expose une autre méthode dans laquelle est également 
évité ’emploi du théoréme (1). Le point de départ de ces deux méthodes 
est la démonstration du théoréme suivant, se basant sur la géométrie eucli- 
dienne de l’horisphére: le produit d’un arc quelconque d’horicycle p(a) de 
hauteur a par la tangente de /’angle de parallélisme II(a) correspondant 4 la 


distance a, est 
p(a) tg (a) =S 

S;étant l’arc d’horicycle dont j'ai déja fait mention ci-dessus (fig. 5). JEAN 
BoLyal’ avait déja démontré ce théoréme d’une facgon beaucoup plus com- 
pliquée, et la fin en était d’ailleurs incompléte. De ce théoréme se déduit la 
trigonométrie angulaire du triangle rectangle (j’entends par trigonométrie 
angulaire du triangle rectangle les équations existant entre les angles du 
_ triangle et les angles de parallélisme correspondant aux cétés). Nous obte- 
nons ensuite 


(8) tg HM —'s - | 


5 V. F. Kacan,4 p. 130—146. 


* Paut SzAsz, Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie durch Verwendung 
der Grenzkugel, Acta Mathematica Academiae Scientiarum gerne icae A (1952), p. 327—333. 
7 J. Botya1,? loc. cit., § 30. 
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relation classique® qui nous permet d’établir les formules ({) 4 (VI). Dans une 
de mes anciennes notes,® j'ai déja publié la présentation simple de cette 
formule se déduisant de la trigonométrie angulaire. 


If. Présentation plane par les moyens classiques 


Dans ses manuscrits antérieurs, JEAN BOLyAI™ s’était déja demandé s’il 
n’était pas possible de présenter la trigonométrie hyperbolique uniquement 
dans le plan, sans lutilisation de l’espace. Cette question fut résolue par 
H. LIEBMANN" qui, le premier, en s’aidant de moyens classiques a savoir 
Yemploi des droites paralléles et de l’horicycle, a fait une présentation plane 
de la trigonométrie hyperbolique. J'ai” simplifié sa méthode en me servant 
de la configuration classique de JEAN BOLyAI™ pour la détermination de 
Vangle de parallélisme. Je présente ici une méthode beaucoup plus simple 
qui se trouve dans un de mes autres ouvrages,* et dont le raisonnement est 
le suivant. 


Fig. 7 


8 Comparer a J. Boryai? § 29, de plus F. Encer, Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij 
(Leipzig, 1898), p. 20, formule (12). ee 

9 PA Szdsz, A hiperbolikus trigonometriar6! (Sur la trigonométrie hyperbolique), 
Matematikai és Fizikai Lapok, 48 (1941), p. 401—409. 

10 Comparer 4 Paut StAcket, Wolfgang und Johann Bolyai, Geometrische Unter- 
suchungen, t. Il, p. 273. a ; 

11 H, Lrepmann, Elementare Ableitung der nichteuklidischen Trigonometrie, Berichte 
liber die Verhandlungen der Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Math.- 

hys. Klasse, 59 (1907), p. 187—210. H 

‘i 12 Paut SzAsz, Verwendung einer klassischen Konfiguration Johann Bolyai’s bei der 
Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Ebene, Acta Scientiarum Mathematica- 
rum Szeged, 14 (1952), p. 174—178. 

13 J. Boryat, 2 loc. cit., § 29. ; oe 

14 Paut Szdsz, Neue Bestimmung des Parallelwinkels in der hyperbolischen Ebene 
mit den klassischen Hilfsmitteln, Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged, 14 (1952), 


p. 247—251. 
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Je définis de la fagon suivante la coordonnée & d’un point a Vinfini = 
autre que le point £2, dans le systeme de coordonnées défini par le point O 
et le point 4 l’infini £2, dans le plan orienté.” Soit (fig. 7) E le point a 
l’infini situé sur la partie positive de la normale en O a ‘la droite O2 
orientée de O vers 2 et soient E et X les points respectifs d’intersection des 
droites QE et Q= avec Vhoricycle de centre {2 et passant par le point O. 
Jentend pour coordonnée du point a l’infini =, le rapport 


positif ou négatif selon que OX et OE sont de méme sens ou de sens 
contraire. La coordonnée € prend toutes les valeurs réelles une fois et une 
seule. La coordonnée du point E est égale 4 1, celle de 2’, l’autre point a 
Vinfini de la droite O82, est égale a zéro. 

Considérons maintenant Ja coordonnée § du point a l’infini = en tant 
que fonction de l’angle «t= Oz. Soit § = f(r) cette fonction, l’angle étant 
mesuré analytiquement, c’est-a-dire |’unité d’angle étant choisie de telle sorts 


que la mesure de l’angle droit soit >. Cette fonction est positive dans |’in- 


tervalle 0< «<a, et va constamment en décroissant pendant que t croit, en 
prenant toutes les valeurs positives (la hauteur de l’arc OX n’étant autre que 


la distance de parallélisme correspondant a |’angle >). elle est donc conti- 


nue. Dans l’intervalle en question, j’établis, 4 partir de cette fonction, une 
équation fonctionnelle en exprimant f(t-+q) au poyes des valeurs f(r) et 
f(y). Par simple raisonnement, on trouve 


_ fof@)—! 
FOTO) = “Hay fl) ” 


En tenant compte que f(r) > 0 dans I'intervalle 0 < 1 < a, nous pouvons écrire’ 
f(c) =clg F(x), O< F(t) < Z, 
cette équation fonctionnelle prend alors la forme 
F(«+ 9) = F(t) + F@). 


De plus la continuité de f(r) entraine également celle de F(t), par consé- 
quent, selon CAUCHY, on déduit de cette équation fonctionnelle 


Fz) ==crt, 


$) Comparer a Beta KeréxjArto, A geometria alapjairé! (Sur les fondements de la 
géométrie), t. I, (Szeged, 1937), § 20; en francais aussi paru, Budapest, 1955. 
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oll c est une constante. On a de plus 


“1 1 
i(4)=cer(2)—1 
‘ : nw Ww : 
autrement dit F pod bao &. Il en résulte que 
By i 
Saris 
par suite 
a ae 
Jizy=ctg a 


Mais, si l’horicycle de centre £2 et passant par la projection 7 du point 
a Vinfini = sur la droite O@ coupe la droite QE en U (fig. 7), ona TU= OE. 
On en déduit, en vertu du théoréme (1) que 


expression dans laquelle t= O7 est la distance de parallélisme correspondant 
a l’angle +r. De ces deux expressions de la fonction f(r) nous obtenons 
Véquation classique 


t 
Ree pig ct 
é ctg 5 


entre la distance ¢ et l’angle de parallélisme correspondant a cette distance 
(relation que nous avons déja écrite sous une autre forme, cf. (8)). De ce 
qui précéde, et en suivant le raisonnement élégant de J. H)JELMSLEV,”* on 
déduit facilement les formules précédentes (I) a (VI). 


III. Présentation directe 


Comme je l’ai mentionné au début de cette conference, L. GERARD” fut 
le premier qui fit une présentation plane directe de la trigonométrie hyper- 
bolique en se passant de l’emploi de moyens classiques. Cela, W. H. YouNG * 
le réalisa par la suite en employant une autre méthode. J'ai aussi publié™ 


16 J. Hyetmstev, Grundlag for den projektive Gevmetri (Kobenhavn, 1943), § 7, 36—37. 
17 L. Gérarp, Sur la géométrie non euclidienne, Thése (Paris, 1892), Chapitre I. 
18 W. H. Younc, On the analytical basis of non-euclidean geometry, American Jour- 


nal of Mathematics, 33 (1911), p. 249—286. 
19 Pau SzAsz, Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Ebenc, 


Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged, 12 (1950), p. 44—52. 
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une autre présentation plane directe se basant sur les recherches respectives 
faites par MOR RETHY” et CH. J. DE LA VALLEE POUSSIN.” 

Dans un de mes ouvrages plus étendus* j’expose une présentation 
analogue directe, utilisant cependant un raisonnement spatial (de méme que 
la méthode esquissée par MOR RETHY),” et par conséquent quelque peu plus 
simple. 

Le point le plus spécial de mon exposition est ici l’introduction de la 
fonction 


(9) Ki) =lim— (00) 


dans laquelle o et s sont respectivement les mesures d’un angle au centre 
quelconque du cercle de rayon r et de sa corde correspondante, l’angle o 
étant mesuré analytiquement. L’existence de cette fonction résulte de ce fait 


S y , 
que le rapport aye constamment en croissant en méme temps que o 


décroit, mais reste cependant borné (théoréme étant d’autre part indépendant 
de l’axiome des paralléles). Par un simple raisonnement dans l’espace, on 
peut voir, que pour le triangle rectangle, en désignant ses éléments comme 
dans (7), le rapport 

K(a) 


(10) Ric) S(A) 
est uniquement fonction de langle 2. 
Nous pouvons ensuite montrer que use, tend vers une valeur positive 


lorsque r— 0. 
Aprés avoir démontré encore que pour le triangle rectangle 


sin d= lim = (c+ 0) 


A étant fixé, il résulte de la forme 
nde seed MUI AG 


tke Ree 


20 Mor Rétuy, Bolyai Janos ,,uijj mas vilaganak“ ismertetése (Le , nouvel Univers’ de 
Jean Bolyai), Elsé6 kézlemény (Communication premiére), Matematikai és Fizikai Lapok, 12 
(1903), p. 1—29. , 

*1 Cu. J. De ta Vattée Poussin, Sur le géométrie non euclidienne, Mathesis (Gand), 
(2), 5 (1895), Suppl. V, p. 6—15. 

2 PA SzAsz, A hiperbolikus trigonometria kézvetlen eldallitasa a tér felhasznalasaval 
(Présentation directe de la trigonométrie hyperbolique en utilisant l’espace), A Magyar 
Tudomdnyos Akadémia III. Osztdlydnak Kézleményei, 3 (1953), p. 535—559. 

3 Mor Reétuy,” loc. cit., particuligrement p. 14—15. 
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d’aprés (10) 


‘ K(a) 
1 ——— 
(11) sind Ko) 
Cette relation peut s’écrire sous la forme 
sind  K(a)a 1 
A Uk (Cs 
etc étant fixe, 2+0 quand a-+0. Par conséquent 


(12) ate —1, lorsque a-—-0O, 
parce que d’aprés (9) 

a 2a 

Tee 2h ae 


Ensuite, un triangle quelconque étant considéré comme la somme ou la diffé- 
rence de deux triangles rectangles, nous déduisons de la formule (11) le 
théoréme des sinus de JEAN BOLyai™ présenté sous sa forme implicite: si 
a,b,c sont les cétés du triangle et 4, u,v les angles respectifs opposés a ces 
cotés, on a la relation 
(13) sind: sin uw: sin” = K(a): K(b): K(c). 

En utilisant ’idée maitresse de MOR RETHY,” a savoir en complétant 
le triangle rectangle ABC «@ = 90°) par sa figure symétrique par rapport a 
AC, en vertu du théoréme (13) on obtient 


COR AMT ait (20) v7). 
Bi) sinu 2K(a) PAO 
fonction ne dépendant que de a (théoréme jouant, d’autre part, un réle fon- 


damental chez JEAN BOLyal).” Puisque 4--u< = (cette inégalité résulte de 


la négation de l’axiome des paralléles), on a g(a) >1. Selon MOR RETHY™” 


nous pouvons encore montrer que la valeur 
K(ay ep 
.” “gay—t 
K(x) 


est constante. En vertu de (14) et (15) les fonctions A et p(x) vérifient 


les équations fonctionnelles 


K(2x) 
h 


oad AO 9(x) 


24 J. Boryar,? loc. cit., § 25. 
25 Mor Reétuy, 2° loc. cit., particuli¢rement p. 15—16. 
26 J. Boryai,? loc. cit., § 27. 
27 Mor Rétuy, 22 loc. cit., particuliérement p. 16—17. 
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et F 
oxy = |KO) 41. 


Par conséquent, en tenant compte de (12), 
K(x) gy * 
ake =sh ke 
On déduit ensuite d’aprés (11) et (14) et des notations (7) que dans le 
triangle rectangle 


g(x)=ch =, 


sh a 
: k cos 4 a 
Sin t= j - = ch —. 
er ic. sin wu k 
k 


A partir de ces deux formules, il est facile d’obtenir ensuite les quatre autres 
formules fondamentales. 

Une telle présentation directe de la trigonométrie hyperbolique signifie 
qu'il est possible, dés le début, de traiter analytiquement la géométrie hyper- 
bolique et de l’interpréter sous une forme euclidienne. Mais un traité plus 
étendu de ce fait nous conduit en dehors des limites de cette conférence. 


PA3JIMYHbIE JJIEMEHTAPHbBIE BbIBOJ|bI THMEPBOJIUYECKON 
TPUPOHOMETPHN 


Ml. CAC (Byganeuwrt) 


(Peswme) 


B nwactonueit pa6ote u3snarawTcad TpH 31e€MeHTAapHbIX BbIBOAA runepOonuyecKO TPH 
rOHOMETPHH, CYLIECTBEHHO pasM4HbIe B METOAHYECKOM OTHOWeHHH. Tlepppli-ecTb Kmaccu- 
4eCKHH NPOCTpaHCTBeHHbIN BbIBOA, COsMaHHEI Bosanu u Jlo6auesncKumM. Bropoi spinon 
He BbIXOAMT H3 NAOCKOCTH, HO MCNOAbSyeT KNACCHYeCKHE CpepcTBa, KaK HM BEIBOA X. JINOMana, 
TpetTuit BbIBOA ABAAETCA HENOCPEACTBEHHHIM H HE HCMOMb3yeT KNACCH4eCKHe CpepCTBa; TAKOI 
KbIBOM Obi BNepBbIe HaiifeH JI. WKepapom. 


L’INFLUENCE DE LA GEOMETRIE 
DE BOLYAI—LOBATCHEVSKY SUR LE DEVELOPPEMENT 
DE LA METHODE AXIOMATIQUE 


Par 
L. KALMAR (Szeged), correspondant de l’Académie 


Plusieurs conférences faites pendant la semaine Bolyai ont mentionné 
Vinfluence de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky sur le développement de 
beaucoup de branches des mathématiques. Nous allons traiter dans cet article 
de l’influence exercée par cette géométrie sur le développement d’une méthode 
particuliére des mathématiques: la méthode axiomatique. Il est bien connu 
que JEAN BOLyYAI et LOBATCHEVSky n’ont pas entrepris leurs recherches créa- 
trices dans le but d’enrichir les mathématiques par des méthodes nouvelles, 
mais avec I’intention d’éliminer des mathématiques les hypotheses arbitraires 
et de la rendre apte a la description de la vérité objective; d’autre part, 
limportance principale de leur découverte n’est pas l’influence méthodologi- 
que; mais la commémoration de l’Académie des Sciences de Hongrie du 
150-iéme anniversaire de la naissance de JEAN BOLYAI serait toutefois incom- 
pléte, si nous ne faisions pas mention de l’influence de BOLyal et de son 
contemporain génial LOBATCHEVSKY sur le développement de la méthode 
axiomatique. 

La création de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky forme un tournant 
dans V’histoire de la méthode axiomatique. Les recherches géométriques de 
BOLyal et de LOBATCHEVSKY ont mis un point final aux recherches axiomatiques 
millénaires ayant pour but la solution du probleme des paralléles‘‘; a savoir 
la démonstration de l’axiome des paralléles d’Euclide a l’aide des autres axio- 
mes de la géométrie euclidienne. Ces recherches ont en méme temps ouvert 
le chemin a une série de recherches modernes concernant la méthode 
axiomatique. 

JEAN Botyal a déja exprimé dans le titre de l’Appendix son opinion 
que le probléme, si l’axiome euclidien des paralléles est valable dans l’espace 
réel, c’est-a-dire dans l’espace qui est la scéne des mouvements de la 
matiére ou non, est ’a ne jamais résoudre a priori, par consequent, il est 
uniquement résoluble par les moyens empiriques. LOBATCHEVSKY fut aussi 
convaincu que cette question sera résolue au cours du développement de la 


science, au moyen de l’expérience. 
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Le fait que la validité de l’axiome des paralléles dans l’espace réel ne 
peut étre prouvé par les moyens de la logique, signifie que la géomeétrie 
d’Euclide et celle de Bolyai—Lobatchevsky sont toutes-deux logiquement pos- 
sibles. Ou, plus précisément: si le systeme d’axiomes de la géométrie eucli- 
dienne est non-contradictoire, celui de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky 
lest également, tandis que si le systeme d’axiomes de la géométrie de Bolyai— 
Lobatchevsky est non-contradictoire, le systeme d’axiomes de la géométrie 
euclidienne |’est également. Cette assertion fut vérifiée par BOLYAI comme par 
LOBATCHEVSKY par des moyens empiriques, par la déduction deétaillée de la 
géométrie hyperbolique, dans laquelle ils ont traité toutes les questions trai- 
tées d’habitude dans la géométrie euclidienne, sans se heurter aux contra- 
dictions. 

Cet argument empirique est de poids, mais non tout a fait satisfaisant. 
En effet-on pourrait se figurer qu’au cours du développement ultérieur de la 
géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, c’est-a-dire en suivant les déductions 
des axiomes de la géométrie 1’on parviendrait finalement a une contradiction. 
Cette contradiction fournirait la démonstration indirecte de l’axiome euclidien 
des paralléles. Naturallement, on pourrait se figurer le contraire, c’est-a-dire 
que |’évolution ultérieure de la géométrie euclidienne conduira une fois a4 une 
contradiction. Cette contradiction signifierait la réfutation de l’axiome euclidien 
des paralléles. 

Or les recherches de BOLYAI prouvent que ce dernier cas est impossible, 
en supposant que les axiomes de la géométrie absolue, c’est-a-dire les axio- 
mes de la géométrie euclidienne, a l’exception de l’axiome des paralléles, for- 
ment un systéme non-contradictoire. BOLYAI a notamment démontré qu’en— 
introduisant, dans les axiomes de la géométrie euclidienne, au lieu de la — 
notion du plan, la notion de surface F (c’est-a-dire la parasphére) et au lieu 
de la droite, la ligne L (c’est-a-dire le paracycle), on obtient de ces axiomes, 
y compris l’axiome des paralléles, des théoremes qui peuvent étre démontrés. 
au moyen de fa géométrie hyperbolique. Il en résulte que cette transformation — 
nous donne la possibilité de démontrer en s’appuyant sur les axiomes de la 
géométrie hyperbolique les transformés non seulement des axiomes de la 
géométrie euclidienne, mais aussi des théorémes fondés sur ces axiomes mémes. 

En général cette idée peut se concevoir de la facon suivante. Soient 
A et B deux systémes d’axiomes. Supposons qu’a chaque notion fondamen- 
tale du systeme d’axiomes A corresponde une notion définissable dans 
le systeme d’axiomes B (éventuellement une notion fondamentale de ce sys- 
téme). Faisons correspondre 4 chaque proposition 7 — ne contenant aucune 
autre notion que des notions logiques et des notions fondamentales du systéme 
d’axiomes A — une proposition 7’, formée de telle maniére qu’on y remplace 
toutes les notions fondamentales par la notion correspondante, définissable dans 
le systeme d’axiomes B. Supposons, qu’au moyen de cette opération trans- 
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formant T en T’, tout axiome du systeme d’axiomes A se transforme en un 
theoreme démontrable a |’aide du systéme d’axiomes B (éventuellement en un 
axiome du systéme d’axiomes B). Nous disons en ce cas, que la_transfor- 
mation ci-dessus qui fait correspondre a chaque notion fondamentale du Sys- 
_ téme d’axiomes A une notion définissable dans le systéme d’axiomes B, 
est un modeéle du systéme d’axiomes A dans le systtme d’axiomes B; nous 
appelons la transformation TT” l’'application de ce modéle. Or, Vapplication 
du modeéle transforme non seulement les axiomes du systeéme A en théorémes 
démontrables a laide du systéme d’axiomes B, mais elle transforme également 
les théorémes démontrables a l'aide du systéme A en théorémes démontrables a 
Vaide du systéme B. Soit en effet T un théoréme quelconque, démontrable 
a l'aide du systéme d’axiomes A et soit D une démonstration quelconque 
du théoreme 7 dans le systeme d’axiomes A. Donc, D est une suite 
de propositions 7,, 7;,..., 7,, dont chacune est ou bien |’un des axiomes du 
systeme d’axiomes A, ou bien une conséquence logique des propositions qui la 
precedent dans cette suite, et 7, n’est autre que le théoréme 7. Désignons, 
pour k~1,2,...,n, par 7; la proposition obtenue de 7; par l’application du 
modéle. Nous allons maintenant démontrer que 7; est un théoréme démontrable a 
Vaide du systéme d’axiomes B. D’aprés notre supposition, cette assertion est 
valable pour les valeurs de k, pour lesquelles 7; est un axiome du systéme 
d’axiomes A, en particulier pour k= 1 (car 7, ne peut étre une conséquence 
logique des propositions qui la précédent dans D vu qu’il n’existe aucune pro- 
position qui la précéde, de sorte que 7, ne peut étre qu’un axiome du systéme 
d’axiomes A). Supposons maintenant que notre assertion soit valable pour 
tous les indices moindres que k; nous allons démontrer qu’en ce cas elle 
est aussi valable pour k. Il ne nous faut démontrer cette assertion que dans 
le cas ou 7; n’est pas un des axiomes du systeme d’axiomes A, en telle 
sorte qu’elle est la conséquence logique de quelques-unes des propositions 
T,, To, ..., Ty-1. La proposition 7; est également une conséquence logique des 
propositions correspondantes parmi 7{, 72,..., 7%-1, l’application du modéle 
conservant les rapports logiques reliant les propositions. Or, les propositions 
T{, T5,..-, Ti-1 sont, par hypothése, des théorémes démontrables a l’aide du 
systeme d’axiomes B; il en résulte donc que 7; l’est également, puisque 
toute conséquence logique des théorémes démontrables a l’aide du systéme 
d’axiomes B est également démontrable a l’aide du systéme d’axiomes B. 
Par conséquent, la proposition 7,,, obtenue de la proposition 7 par application du 
modéle, est aussi un théoréme démontrable a l’aide du systeme d’axiomes B. 

ll en résulte donc que si le systeme d’axiomes A posséde un modele 
dans le systéme d’axiomes B, et si le systéme d’axiomes B est non-contra- 
dictoire, le systéme d’axiomes A Vest également. En effet, si le systéme 
d’axiomes A était contradictoire, c’est-a-dire s'il existait deux propositions 7 et 
T, toutes deux théorémes démontrables a l’aide du systeme d’axiomes A, et dont 
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T était la négation de la proposition T (c’est-a-dire qu’elle affirme que 7 n est pas 
vraie), nous obtiendrions, par |’application du modéle, les propositions 7” et 7’, qui 
seraient toutes deux des théorémes démontrables a l’aide du systéme d’axiomes B, 
et dont 7” serait la négation de la proposition 7’ (puisque le fait qu’une proposition 
est la négation d’une autre est conservé dans l’application du modéle). En 
ce cas, le systeme d’axiomes B serait de méme contradictoire. En d'autres 
termes, si nous réussissons de donner un modéle du systéme d’axiomes A dans 
le systeme d’axiomes B, cela signifie que nous avons ramené la question de 
la non-contradiction du systéme d’axiomes A a la méme question concernant 
le systéme d’axiomes B. On peut alors s’exprimer de cette fagon aussi: nous 
avons démontré la non-contradiction relative du systeme d’axiomes A par 
rapport au systéme d’axiomes B. 

Du fait que JEAN BOLYAI construisit un modéle du systeme d’axiomes 
de la géométrie euclidienne dans le systeme d’axiomes de la géométrie de 
Bolyai—Lobatchevsky, il résulte que si le systeme d’axiomes de la géométrie de 
Bolvai—Lobatchevsky est non-contradictoire, le systeme d’axiomes de la géomé- 
trie euclidienne l’est également. Ce n’est pas dans ce but que BOLYAI construisit 
un modéle du systéme d’axiomes de la géométrie euclidienne dans le systeme 
d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky — car en ce temps-la, 
la possibilité de la contradiction de la géométrie euclidienne ne venait méme 
pas a l’esprit — mais dans le but d’accélérer l’établissement de la géométrie 
de Bolyai—Lobatchevsky. En effet, au moyen de cette méthode beaucoup de 
théoremes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky ont été déduits d’un seul 
coup, a savoir tous les théorémes qui résultent des théorémes de la géométrie 
euclidienne en y remplacant les notions du plan et de la droite, par les notions 
respectives de la surface F, et de la ligne L. Cependant, c’est sans doute le 
mérite de Botyal d’avoir introduit dans la géométrie la premiére application 
de la méthode des modeéles. 

Cette méthode nous a conduit a la solution du probleme mentionné 
ci-dessus et laissé sans résolution par BOLYAI (et par LOBATCHEVSKY): a savoir. 
la réduction de la non-contradiction du systeme d’axiomes de la’ géométrie 
de Bolyai—Lobatchevsky 4 la non-contradiction du systéme d’axiomes. euc- 
lidien. On n’avait besoin a ce but que de la construction d’un modéle du 
systéme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky dans le systéme 
d’axiomes de la géométrie euclidienne. Un tel modéle fut établi pour la pre- 
miére fois par CAYLEY et par FELIX KLEIN d’une part et par JULES KONIG de 
l'autre. Le modéle de JULES KONIG, peu connu, présente un intérét particulier. 
Il est basé sur le fait qu'il est facile de construire, dans le systéme d’axiomes 
de espace euclidien a quatre dimensions, un modéle du systéme d’axiomes 
de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky ; pour cela, il suffit de considérer, 
dans cet espace a quatre dimensions, une hypersurface a trois dimensions ayant 
une courbure négative constante, d’en substituer les points aux points de la 
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geometrie de Bolyai—Lobatchevsky, les lignes géodétiques aux droites de la 
geométrie de Bolyai—Lobatchevsky, et les surfaces géodétiques a deux dimen- 
sions aux plans de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky ; les notions d’inci- 
dence, d’ordre et d’égalité se transforment en elles-mémes. D’autre part, il 
nest pas difficile, en s’appuyant sur le fait que les droites de espace for- 
ment une configuration a quatre dimensions, de construire dans le systeme 
d’axiomes de la géométrie euclidienne a trois dimensions, un modéle du sys- 
teme d’axiomes de la géométrie euclidienne 4 quatre dimensions (les droites 
de la géométrie 4 trois dimensions correspondent dans ce modéle aux points 
de la géométrie a quatre dimensions). Par la réunion de ces deux modéles, 
JULES KONIG réussit 4 obtenir un modéle du systéme d’axiomes de la géo- 
métrie d2 Bolyai—Lobatchevsky dans le systéme d’axiomes de la géométrie 
euclidienne, modéle dans lequel certaines droites de la géométrie euclidienne 
correspondent aux points de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, a savoir 
Jes droites qui relient les points d’une hyperbole équilatére aux points d’une 
hyperboloide a une enveloppe formée par la rotation d’une autre hyperbole 
équilatére. Le modéle de Cayley—Klein, tout aussi bien que celui de J. 
K6nig, prouve que si le systeme d’axiomes de la géométrie euclidienne est 
non-contradictoire, le systeme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Loba- 
tchevsky l’est également. 

Le fait qu’il fut possible de ramener la question de la non-contradiction 
du systéme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky a la question 
correspondante du systéme d’axiomes de la géométrie euclidienne, a soulevé 
la question de la non-contradiction de la géométrie euclidienne. HILBERT 
réussit a ramener cette question a la non-contradiction du systeme d’axiomes 
de l’arithmétique des nombres réels, également a l’aide de la méthode des 
modéles. Dans ce but, il lui fallut construire un modéle du systeme d’axiomes 
de la géométrie euclidienne dans le systeéme d’axiomes de l’arithmétique des 
nombres réels. Cela était facile, en utilisant l’idée fondamentale de la géo- 
métrie analytique de Descartes. Il fit correspondre, aux points de la géométrie 
euclidienne, des triples de nombres réels, aux plans de la géométrie euclidienne, 
des équations linéaires 4 trois inconnues (plus précisément, l'ensemble des 
équations formées par multiplication d’une équation linéaire a trois inconnues 
par une constante), et aux droites de la géométrie euclidienne, des systemes 
d’équations formées par deux équations linéaires a trois inconnues (plus préci- 
sément, l’ensemble des équations formées par multiplication par des constantes 
et par addition de deux équations linéaires a trois inconnues, n’étant pas 
contradictoires entre elles); a l’incidence, la relation suivant laquelle un triple 
de nombres vérifie une équation linéaire a trois inconnues, respectivement 
qu’une équation linéaire a frois inconnues résulte par multiplication par des 
constantes et par addition de deux équation lineéaires a trois inconnues; 
enfin, Ala notion d’ordre et a celle d’égalité des segments, les relations arith- 
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métiques qui expriment ces notions géométriques dans la géométrie ana- 
lytique. 

La réduction de la question de la non-contradiction du systéme d’axio- 
mes de la géométrie, 4 la question correspondante du systeme d’axiomes des 
nombres réels, a soulevé la question de la non-contradiction du systeme 
d’axidmes des nombres réels. La méthode des modéles n’est pas applicable 
pour résoudre cette question, car elle ne fournit que des démonstrations de 
non-contradiction relatives, mais il ne s’agit plus ici d’une telle démonstra- 
tion. HILBERT prouva la possibilité en principe de démontrer, dans “le sens 
absolu“, la non-contradiction d’un systéme d’axiomes. I] nous faut, pour cela, 
savoir exactement, ce que nous entendons par proposition ainsi que par démon- 
stration et par contradiction, ace but, il est nécessaire d’autre part, de définir d’une 
facon précise la condition sous laquelle on peut affirmer qu’une proposition est 
une conséquence logique d’autres propositions, ou bien qu’elle est la négation 
d’une autre proposition. On a réussi de définir de fagon précise ces notions par 
application des méthodes de la logique mathématique. II fut de plus nécessaire 
de considérer, en dehors de la transformation que nous désignons applica- 
tion d’un modéle, d’autres transformations, qui transforment les démonstrations 
en de nouvelles démostrations (éventuellement en démonstrations appartenant 
au méme systéme d’axiomes). HILBERT a établi une théorie compléte pour la 
démonstration absolu de la non-contradiction des systemes d’axiomes; cette 
théorie est connue sous le nom de Théorie des démonstrations d’Hilbert. Par 
application de cette théorie, Novikov et GENTZEN ont réussi — indépendam- 
ment l’un de l’autre — a démontrer, que le systeme d’axiomes des nombres 
naturels est non-contradictoire; en outre, la non-contradiction du systéme 
d’axiomes des nombres rationnels ou celui des nombres algébriques ainsi 
que celle du systéme d’axiomes de la géométrie euclidienne ou de 
celui de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky peut étre également ramenée 
a la non-contradiction du systéme d’axiomes des nombres naturels si nous 
supprimons l’axiome de continuité de DEDEKIND, et le remplacons par quelques 
axiomes qui affirment l’existence des points communs des droites et des cir- 
conférences, axiomes qui rendent possibles les constructions au sens eucli- 
dien. Quoiqu’il en soit, nous sommes encore trés loin de la démonstration 
de la non-contradiction de l’arithmétique des nombres réels. 

En dehors de son application a la non-contradiction des systemes d’axio- 
mes, il existe encore beaucoup d’autres applications de la méthode des modéles. 
Dans beaucoup de cas la construction du modéle prend la forme d’une défi- 
nition. La définition des nombres réels d’aprés DEDEKIND (ou WEIERSTRASS, 
ou CANTOR) en montre un exemple typique, si l’on la considére du point de vue 
qui suit. Pour la construction de l’analyse nous avons besoin des propriétés 
des nombres réels qui caractérisent leur ensemble comme un corps continu 
au sens de DEDEKIND et pourvu d’un ordre archimédien. Ces propriétés for- 
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ment un systeme d’axiomes. La définition des nombres réels par les coupures 
de DEDEKIND nest rien d’autre que la construction d’un modéle pour ce sys- 
_téme d’axiomes dans le systeme d’axiomes de l'arithmétique et de la théorie 
des ensembles des nombres rationnels (ott donc on n’exige que l’existence 
des ensembles dont les éléments sont des nombres rationnels). 

Parmi les récentes applications de la méthode des modéies il faut de 
mentionner la démonstration due 4 GODEL de ce que si le systéme d’axio- 
mes de la théorie des ensembles est non-contradictoire, I’hypothése de CANTOR 
concernant le probléme du continu ne peut étre réfutée a l’aide de ce systéme 
d’axiomes. GODEL le démontre en construisant, dans le systéme d’axiomes de 
la theorie des ensembles, un modéle du systéme d’axiomes que |’on obtient en 
y ajoutant I’hypothése de CaNnTor. On arrive a ce modéle lorsqu’on remplace la 
notion d’ensemble par la notion d’ensemble construisible (par les méthodes de 
la logique mathématique et de la théorie des ensembles, dans un certain sens 
précisément défini). La relation de contenir se transforme en elle-méme. 

La géométrie de Bolyai—Lobatchevsky eut une influence sur le dévelop- 
pement de la méthode axiomatique non seulement par la méthode des 
modéles. Le fait que la géométrie euclidienne et celle de Bolyai—Loba- 
tchevsky sont simultanément non-contradictoires, peut étre formulé de la 
facon suivante: l’axiome euclidien des paralléles ne peut étre ni démontré, 
ni réfuté a l’aide des axiomes communs a ces déux géométries. C’est cela 
que nous avons lI’habitude d’exprimer en disant que l’axiome euclidien 
des paralléles est indépendant des autres axiomes de la géométrie euclidienne. 
En général, un certain axiome P est appelé indépendant des axiomes d’un 
systéme d’axiomes A dans le cas ott ni P ni sa négation ne peuvent étre 
démontrés dans le systeme d’axiomes A. Le fait que l’axiome euclidien des 
paralléles est indépendant des autres axiomes de la géomeétrie euclidienne fut 

le premier exemple non banal de |’indépendance de l’un des axiomes d’un 
_systéme d’axiomes des autres axiomes de ce méme systéme. La méthode 
que l’on applique ici 4 démontrer l’indépendance d’un axiome peut 
étre formulée dans la forme générale que suit: La condition nécessaire 
et suffisante pour qu’un axiome P, appartenant au systéme d’axiomes non- 
contradictoire A, soit indépendant des autres axiomes du systéme A, est que 
le systéme d’axiomes formé a partir de A en remplacent P par P soit égale- 
ment non-contradictoire. Or, nous pouvons traiter cette question en utilisant 
la méthode des modéles, car nous supposons ordinairement dans !’étude 
de l’indépendance, que le systéme en question n’est pas contradictoire. 
“La découverte de I’indépendance de l’axiome euclidien des paralléles des 
autres axiomes de la géométrie fut le point de départ d’une série d'études 
sur I’indépendance. Ces recherches nous ont conduit a des notions importantes, 
comme par exemple dans l’algébre, la notion du corps non-archimeédien, ou 
bien la notion du corps de caractéristique p. 
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Le fait que l’axiome des paralléles ne dépend nullement des autres 
axiomés de la géométrie nous prouve encore, qu’en supprimant du systeme 
d’axiomes de la géométrie euclidienne |’axiome des paralléles, nous obtenons 
un systéme d’axiomes incomplet, et ceci en deux sens. D’une part, il existe 
une proposition pouvant se formuler au moyen des notions fondamentales du 
systéme d’axiomes de la géométrie, par exemple l’axiome meme des paralléles 
qui, de méme que sa négation, ne peut étre démontré dans le systéme d’axio- 
mes en question. D’autre part, il existe deux modéles du systeme d’axiomes, 
déduit du systéme d’axiomes de la géométrie euclidienne en supprimant l’axiome 
des paralléles (par exemple dans le systeme d’axiomes de _ |’arithmétique 
des nombres réels), qui ne sont pas isomorphes dans un sens _précisé- 
ment définissable (l’un pouvant se construire sur le modéle de la géométrie 
analytique euclidienne, l’autre sur celui de la géométrie analytique hyperboli- 
que). La propriété d’aprés laquelle toute assertion YT qui ne contient que 
les notions fondamentales d’un systéme d’axiomes A et les notions de la 
logique ou bien elle-méme, ou bien sa _ négation T, doit étre démontrable 
dans le systéme d’axiomes A, est appelée catégoricité du systeme d’axiomes A. 
Tandis que le fait exigeant que deux modéles quelconques d’un systeme 
d’axiomes A (par exemple deux modeéles arithmétiques) soient isomorphes est 
nommé monomorphisme du systeme d’axiomes A. 

La découverte d’aprés laquelle le systeme d’axiomes de la géomeétrie 
euclidienne est incomplet sans l’axiome des paralléles (bien qu’en espérant 
de pouvoir y démontrer par la suite l’axiome euclidien des paralléles, on l’ait 
considéré comme complet), plus exactement, le fait qu’il n’est ni monomorphe, 
ni catégorique, a donné naissance a l'étude du monomorphisme, et de la 
catégoricité de divers systémes d’axiomes. Dans ces études aussi, on a tout 
d’abord prouvé ces propriétés d’une facon relative, c’est-a-dire qu’on a sup- 
posé qu’autres systémes d’axiomes les possédent. Ces recherches ont obtenu 
des résultats en apparence positifs; HILBERT, par exemple, a démontré que 
si le systeme d’axiomes de l’arithmétique des nombres réels est monomorphe, 
le systeme d’axiomes de la géométrie lest également. Mais lorsque l’on a 
commencé a examiner la question de ces propriétés au sens absolu, les recherches 
ont abouti a des résultats négatifs. SKOLEM, par exemple, a démontré que les 
systemes d’axiomes qui ont a caractériser les ensembles indénombrables (comme 
par exemple les systemes d’axiomes de l’arithmétique des nombres réels, de 
la géométrie, de la théorie des ensembles) ne sont pas monomorphes pourvu 
quils soient non-contradictoires, car ils possédent en ce cas un modéle dans 
lequel le role des éléments des ensembles qu’ils caractérisent est joué par des 
nombres naturels, c’est-a-dire qu’ils possédent un modéle ”dénombrable“. 
Ce résultat de SKOLEM, qui est une application d’un théoréme de la logique 
mathematique dfi a LOWENHEIM, n’exclut pas la possibilité du monomorphisme 
des systémes d’axiomes qui ont a caractériser des ensembles dénombrables. 
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Mais SKOLEM a démontré en méme temps, que méme l’arithmétique des 
nombres naturels ne posséde pas de systéme d’axiomes monomorphe (sys- 
teme contenant un nombre fini ou dénombrable d’axiomes), car on peut con- 
struire, pour chacun de ces systémes d’axiomes, un modéle dans lequel le réle 
des nombres naturels est joué par certaines fonctions arithmétiques qui ne 
sont pas ordonnées suivant le type . 

Les recherches sur la catégoricité des systémes d’axiomes ont également 
abouti 4 un résultat négatif. GODEL a démontré que, si un systéme d’axiomes 
est suffisamment expressif pour qu’on y puisse définir certaines notions arith- 
métiques et en méme temps assez régulier pour qu’on y puisse caractériser, 
d’une certaine fagon arithmétique, la condition pour qu’une proposition soit la 
conséquence logique d’autres propositions, si d’autre part ce systéme est non- 
contradictoire, il ne peut étre catégorique. 

Ces recherches nous ont conduit a reconnaitre que la méthode axiomatique 
nest pas applicable ni a la caractérisation univoque a un isomorphisme 
prés des notions fondamentales ni a la décision définitive au moyen des 
axiomes donnés de tous les problémes d’une discipline non banale. Par 
d’autres mots, pour la caractérisation compléte des notions reproduisant cor- 
rectement la réalité il nous faut constamment développer nos méthodes, 
nos systémes d’axiomes, et le fait de vouloir connaitre de degré en degré la 
réalité dans sa totalité nous contraint, lui aussi, au développement de ces 
systemes. D’aprés le point de vue du matérialisme dialectique cela semble 
étre naturel, mais il est quand méme trés important de pouvoir atteindre cette 
connaissance sans aucune hypothése philosophique, par les moyens seuls de 
la mathématique. (En fin de compte, cela est tout naturel, car les assertions 
du matérialisme dialectique ne sont pas fondées sur des hypothéses _parti- 
culiéres, mais sur les résultats des sciences.) C’est un mérite impérissable de 
JEAN Botyai et de NicoLas IvANOVITCH LOBATCHEVSKY que leurs recherches 
concernant le systéme d’axiomes de la géométrie, donc un systéme d’axiomes 
particulier, ont conduit finalement a cette connaissance générale concernant 
la méthode axiomatique. 
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BIMAHUE FEOMETPUM BOAM—JIOBAYEBCKOLO HA PASBUTHE 
AKCUOMATHYECKOLO METOJIA 


JI. KAJIbMAP (Cerea) 


(Pesto me) 


AxsTop OKa3bibaeT, KAKHM OOpasom OTKPbITHe reOmMeTpHK Bosan— -loéayencKkoro npu- 
BeNO K COBPEMEHHBIM HCCAEOBAHMAM, OTHOCALLMMCA K HEMPOTHBOPE4HBOCTH, HE3aBMCHMOCTH 
wu momuoTe cucTrem akcuom. Bown yoxe B 3armaBnn cBoero ,AnneHaHKC“ BbIPasH MbICIb, 
4TO BOMPOC O TOM, HMEET-/M MECTO EBKAMAOBA AKCHOMA MapaIeAbHOCTH B JeHCTBUTEBHOM 
mpoctrpancTbe (B KOTOPOM MpOuCxoAMT ABWKeHHe MaTepHH) ,a priori HHKOTa HE MOKET 
ObITb pewen“. ITO 3HaunT, YTO reomerpuu Eskanfa nu Boan—JloOavescxoro nornyeckn 
OMMHAaKOrO BO3MOKKHI, TO ECTb HEMPOTHBOPeYMBHI OHOBPeEMEHHO. BOHM ykasal M MeTOR, 
c nomowpo KoToporo Kaan, Knew un Abwona Kéuur snocaegctsun npnsean 
HenpoTHBopeyHBOCcTS reomerpun Bosu— JioGayesckoro k COOTBETCTBYIOMUEMY BONPOCy, OTHO- 
CALEMYCA K EBKMAZOBOK reOMeTPHH: BTO — MeTOA MOfeNeH, xOTA CaM BOA NpuMeHHA ero 
He [JIA HCCHEAOBAHHU, OTHOCALMXCA K HEMPOTHBOPeYHBOCTH, a WIA OONee NpocToe no- 
cTpoeune runepOonnyeckon reometpun. ABTOP M3NaraeT pesyibTaTbl, JOCTHYHYTbIe BMOCIeA- 
CTBUM MeTOAOM MOJenev, BUAOTh WO Teopemp: Té€Ae 1H O HeONpOBepxAUMOCTH PHMOTeSbI 
KauTOpa OTHOCMTeAbHO MpO6eMbI KOHTHHYYMA; OH YKa3bIBAeT FPAaHKLbI METOMAa MOAETeN, 
npupeswine kK HEOOXOAMMOCTH MPHMeHEHHS! HOBbIX MCTOAOB B HCCIEMOBAHHAX BONPOCOB 
HEMPOTHBOPeYHBOCTH HM NPHBOANT HOBEHLIME PesyIbTaTbI, JOCTHTHYTbIe STHMM MeTOMaMH. 

Tor dakt, uro reometpunx Bosu—JloOayesckoro ABAAeTCA HENPOTHBOPeYHBbIM OAHO- 
BPCMEHHO C CBKHAOBOH, OSHAYAET, YTO AKCHOMA MAaPaNMeAbHOCTH ARAAETCH HESABHCHMOI 
OT OCTAIbHbIX AKCHOM reOMeTPHH. JTO OOCTOATENBCTBO OTKPbINO AOPOry MCCAeAOBAHHAM 
OTHOCHTENbHO HESABMCHMOCTH aNbHEMWINX AKCHOM; STH HCCMeAORAHHA NpHBeNM MexAy 
NpO4MM K OTKPbITHIO TaKHX BaKHbIX anreOpanyeckKHX NMOHATHH, Kak HeapXuMefOBO None, 
WW Kak MONe C XapakTePHCTHKON P. 

HesapucHMOCTh aKCHOMbI NapasACAbHOCTH OT OCTAbHbIX AKCHOM TeOMeTPHH NOKa- 
BbIRaeT TaKKe, 4YTO CHCTeEMA AKCHOM FeOMeTPHH 6€3 aKCHOMBI NapaseAbHOCTH HeNOAHAa K 
ABYX OTHOWEHHAX: OHA HeKATerOpM4eCcKas, T.e. CyUleCTByeT TakOe MpegnoneHne opmy- 
JIMpyeMOe C NOMOUIbIO OCHOBHBIX NOHATHH AAHHOM CHCTEMbI AKCHOM HM JOPHYeCKHX NOHSATHI, 
KOTOPOe B STOM CHCTEME AKCHOM He/b3A HM MOKA3ZATb, HH ONPOBEprHyTb, H OHA HEMOHO- 
MOpdHa, T.e. HMeeT ABE HEHSOMOPHbIe MOAEMM. DTO OTKPbITHeE Wao TONYOK uccAenO- 
BaHMAM, OTHOCALUMMCH K KAaTEPOPHYHOCTH H MOHOMOP*PH3My CHCTEM AKCHOM MH NpHBeAWHM 
NOCHE MOAOMKUTEAbHBIX, HO OTHOCHTEJIbHBIX PC3YAbTATOR K OTPHUATeAbHBIM B a6couoTHOM. 
CMbICIC Pe3syibTaTaM, B TOM “NCE K TeOpeme JIGRenHreHma—CkOneMa UM K TeEOpeme 
Pénena oO cyuyecrsowanun npoO6sem HepaspeuwMMbIX B AAHHOH (AOCTATOUHO BHIPAsH- 
TeAbHOK H fOCTATOYHO MpaBHAHOM) CHCTeEMe AKCHOM. DTH OTPHUAaTeAbHBIE PesyAbTaTHI 
npuBein K TOMY pe3syAbTaTy, — KOTOPbIM C TOUKH SpeHHA AMAMeKTHYeCKOrO MaTepHaNH3mMa 
ecTecTOeHeH — 4TO [IX NONHOM XapaKTePHCTHKH NOHKATHM, NPAaBHAbHO OTParKaroulHXx jeil- 
CTBUTEAbHOCTh, HM JIA MOAHOTO NMOSHAHHA EMCTBUTENHHOCTH, HEOOXOAHMO HeNpepbinnoe 
pasBntne HauiInX MeTOAOB, B TOM 4YuCN€—pasBHTHe CHCTEM AKCKOM, 


LA VIE ET LES OEUVRES DEN. I. LOBATCHEVSKY 


Par 
F. KARTESZI (Budapest) 


Lorsque nous fétons le 150-e anniversaire de la naissance de JEAN 
BOLYAI, nous commémorons également le souvenir de NICOLAS IVANOVITCH 
LOBATCHEVSKY, son grand contemporain. Dans les mathématiques leurs noms 
sont inséparables, puisque leurs découvertes ont eu lieu en méme temps, 
Sans qu’il y ait eu aucun rapport entre eux. Leur sort est également sem- 
blable en beaucoup de points et les deux peuples qui ont donné au monde 
ces deux grands savants, se sont unis sur la voie ascendante du_progrés, 
du travail et de la pensée socialiste. A leur époque, sans se connaitre, ils 
travaillaient 4 des questions semblables. Par leurs travaux scientifiques ils 
ont été amenés a faire des découvertes similaires et 4 atteindre des points 
de vue analogues. Tous deux deésiraient rencontrer un esprit congénial, qui 
fut capable de les comprendre et pourtant ils sont morts sans méme se 
connaitre. 

En nous rappelant le souvenir de ces deux grands esprits, il nous faut . 
tout d’abord mettre en relief le paralléle existant entre leur sort et leurs 
oeuvres. Né en Russie et y faisant ces études, LOBATCHEVSKY fut le premier 
mathématicien russe a obtenir pour sa patrie la gloire impérissable d’étre un 
des plus grands mathématiciens de tous les temps. La science soviétique 
regarde aujourd’hui le grand géométre avec autant de fierté, que la science 
hongroise considére JEAN BOLYAI. CLIFFORD nommait LOBATCHEVSKY “le Co- 
pernic de la géomeétrie”. II établit un paralléle entre eux: “Tous deux ont 
révolutionné la pensée scientifique. Toutes les deux révolutions ont une im- 
portance énorme, car elles ont transformé notre considération du monde 
universel’’. | 

LOBATCHEVSKY est né le 20 novembre 1792. Il fit ses études au lycée 
de Kazan avec deux de ses fréres; vu les conditions de l’époque, il eut une 
éducation scientifique soignée. L’université de Kazan se développa d’un lycée 
et ne devint une institution indépendante qu’en 1814. Cependant dés 1808, 
Vuniversité de Kazan atteignit un niveau élevé en ce qui concerne les mathe- 
matiques. L’intérét de LOBATCHEVSKy pour les mathématiques a probablement 
8té éveillé par KARTACHEVSKY et BARTELS, mathématicien’ appartenant au 
ercle de Gauss. A cette époque, le professeur BARTELS était un mathémati- 
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cien de renommée européenne et un excellent pédagogue. Il reconnut aussitot 
le talent exceptionnel de LOBATCHEVSKY et dirigea avec joie les études du 
jeune homme. Un autre professeur célébre de LOBATCHEVSKY, LITTROFF Ss in- 
téressa A son excellent éléve, et lui enseigna non seulement |’astronomie, 
mais encore le pourvut d’oeuvres philosophiques et littéraires. Les cours du 
professeur LOUBKINE jouérent également un réle important dans l’élargisse- 
ment de sa culture philosophique. LOUBKINE critiquait violemment l’idée kan- 
tienne de l’espace et du temps. Il aimait et considérait beaucoup le jeune 
LOBATCHEVSKY. La vaste culture de LOBATCHEVSKY recut a cette époque une 
base solide, et ses amis cultivés ne firent qu’approfondir l’effet de |’atmo- 
sphere universitaire. 

En 1814, LOBATCHEVSKY obtint le titre de maitre des sciences mathe- 
matiques. En 1816, il devint professeur chargé de cours, puis en 1818 pro-_ 
fesseur ordinaire de l’université de Kazan. De 1827 a 1846 il en fut le rec- 
teur. Ces 19 années eurent une trés grande importance pour le développe- 
ment de l’université de Kazan. En 1846; en vertu du réglement de |’époque, 
il dut étre mis a la retraite. Le conseil de l’université demanda au ministre 
que le grand savant, qui n’avait que 53 ans, puisse continuer son travail 
universitaire. Il dut cependant partir. C’est alors qu’il fut nommé_ substitut 
du directeur général des établissements scolaires de l’arrondissement. Cette 
nomination était un avancement, mais pour LOBATCHEVSKY ce fut un rude 
coup. L’université de Kazan et ses étudiants étaient sa raison de vivre ct 
maintenant il dut quitter tout cela a jamais. Dans sa vie familiale, LOBA- 
TCHEVSKY fut plusieurs fois rudement secoué. De plus, sa vue faiblissait et 
bientdt le sort le frappa de cécité. Etant donné la grande activité de LoBa- 
TCHEVSKY, cet effondrement physique aggrava beaucoup sa situation. I! mourut 
a l’age de 64 ans le 26 février 1856. 

Il est certain que LOBATCHEVSKY, par rapport 4 son époque, eut une 
excellente éducation mathématique. Il fut léléve de professeurs excellents, 
qui le consideraient 4 sa juste valeur et qui découvrirent son talent excep- 
tionnel. Son érudition était large. Avec l’aide de grands penseurs russes et 
de ses amis cultivés, il fit la connaissance des pensées et de la littérature 
du XVIlIl-e siécle, siécle éclairé, lesquelles il adapta 4 son génie. 

Il est 4 noter que son instruction dans les sciences naturelles atteignait 
la profondeur de son érudition mathématique. Ses cours universitaires traitant 
des bases de la géométrie contenaient des éléments difficilement compréhen-— 
sibles méme pour les esprits les plus cultivés. Ses cours de physique et 
d’astronomie, dans lesquels son talent de conférencier ressortait toujours 
malgré la difficulté des problémes, attiraient et captivaient un vaste auditoire. 
Ses ouvrages des mathématiques ne furent\pas particuligrement appréciés par 
ses contemporains a cause de la profondeur des pensées et des problémes 
qui y sont traités. 
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I] est certain que ses talents divers, sa culture intellectuelle de vaste 
envergure, ses excellentes qualités pédagogiques, ses capacités d’organisateur, 
son immense activité et sa grandeur morale étaient a la base du respect 
qu'il inspirait. En ce qui concerne les mathématiques, son entourage se com- 
posait de spécialistes médiocres qui étaient incapables de comprendre ses 
découvertes géniales, sa pensée originale et profonde. Le fait que ses con- 
temporains n’étaient pas capables de le comprendre et de le suivre, dans ce 
qu’il a fait de plus grand, le désolait. Les attaques inspirées par la mauvaise 
foi et par |’étroitesse d’esprit le rendirent d’autant plus triste, qu’elles étaient 
justement la conséquence de ses découvertes géométriques. 

Il est certain que LOBATCHEVSKY, dans sa carriére universitaire, se déve- 
loppa rapidement et atteignit dans sa jeunesse la position qui lui était die. 
Il eut cependant beaucoup 4a souffrir de la brutalité du despotisme d’Arak- 
tcheiev, et l’'atmosphére étouffante qui l’entourait le forcait 4 se replier sur lui 
méme. C’est dans ses cours seulement qu’il se sentait dans son vrai élément. 
L’esprit ouvert et épris de progrés de la jeunesse le consolait de l’aveugle- 
ment et de l’opposition de ses contemporains. C’est pourquoi il eut tant de 
peine a quitter sa chaire en 1846. 

A la publication de son oeuvre, un seul homme le comprit: Gauss. 
C’est sur la proposition de Gauss qu’il fut élu membre correspondant de la 
Société Savante Royale de Goettingue. Dans une lettre écrite en 1843, il 
remercie GAUSS et la Société de ce modeste signe de reconnaissance. Dans 
ses conversations intimes et dans ses lettres, GAUSS reconnait la génialité de 
loeuvre de LOBATCHEVSKY. I] ne ressentit cependant pas l’obligation morale 
de faire davantage dans |’intérét de ce grand savant inconnu au-dela des 
frontiéres de la Russie. Son attitude ressemble fort a celle prise envers JEAN 
BOLYAI, attitude toute passive. Il mentionna 4 FARKAS BOLYA! |’oeuvre de 
LOBATCHEVSKY, cependant il ne fit jamais mention de l’Appendix a LoBa- 
TCHEVSKY. Et si nous considérons son action, nous pouvons constater que 
LOBATCHEVSKY, 4 son époque, n’eut guére d’avantage pour avoir été loué 
par Gauss. 

Je voudrais souligner dans cette conférence le fait tragique suivant: 
bien que BotyAl et LOBATCHEVSKY aient suivi la méme voie dans leurs 
recherches, bien que la maniére dont ils considéraient les problémes présen- 
tent la parenté la plus proche, ils eurent a lutter, tout isolés, sans se con- 
naitre, pour faire accepter leurs théses scientifiques. Il eft été la tache de 
Gauss de présenter les deux mathématiciens |’un a l’autre. Mais il ne le fit 
pas, ce qui fut une grande perte pour la science. 

Dans cette conférence, je présente un paralléle entre les travaux de 
BoLyal et ceux de LOBATCHEVSKY en soulignant ce qu’ils ont de commun et 
ce qu’ils ont de différent. 


9 Acta Mathematica 
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Je dois commencer par dire que tous deux ont découvert que le V° 
postulat d’EUCLIDE ne peut se déduire d’autres axiomes et postulats du sys- 
téme euclidien. Ceux-la sont compatibles avec la négation du V° postulat 
aussi, puisque cette négation entraine le développement d’une géoméetrie sans 
contradiction, tout comme la géométrie euclidienne. Ce résultat, ils l’ont atteint 
presque en méme temps et indépendamment |’un de l’autre. Il ne serait pas 
juste de soulever ici la question de la_priorite. Ce n’est pas le but de ce 
que j’ai a exposer par la suite. 

Leur conception de l’espace se rapprochait de celle du matérialisme 
dialectique. Pourtant si je m/’efforcais de prouver, en citant leurs paroles, 
qu’ils furent les précurseurs du matérialisme dialectique, je m’égarerais sur 
une fausse voie. Il] est cependant certain que leur effort scientifique résolu, 
qui les a conduits a la découverte de la géométrie non-euclidienne, était la 
conséquence de leur conception claire et précise qui, a certains égards, se 
rapprochait de celle du matérialisme dialectique. Parti de cette base, ils ont 
découvert que la géométrie euclidienne n’est pas la seule maniére logique 
de donner une description mathématique de |’espace véritable. C’est ainsi 
qu’ils sont arrivés a la conclusion que l’on ne doit pas identifier les rapports 
véritables existant dans l’espace avec leurs interprétations géométriques. 
L’axiome des paralléles appartenant au systéme d’axiomes qui est a la base 
de la géométrie euclidienne est indépendant des autres axiomes. Tout ce qui 
peut étre déduit des autres axiomes, c’est que la somme des angles du tri- 
angle ne dépasse pas 2R et que selon que la somme des angles —2R, ou 
<2R dans le cas particulier d’un seul triangle, le méme fait se déduit logi- 
quement pour tous les triangles. Ces théorémes ont, déja été éclaircis par les 
recherches de SACCHERI et de LAMBERT. Leur formulation explicite ainsi que 
leurs démonstrations précises se trouvent chez LEGENDRE. Mais avant LoBa- 
TCHEVSKY et BOLyal les mathématiciens s’arrétaient a ce point. Bien que 
LAMBERT et particuligrement TAURINUS aient soupconné qu’il n’y a pas de 
contradiction logique entre l’axiome ‘“‘somme des angles <2R”’ et les autres 
axiomes d’EUCLIDE, ils ont rejeté ce systeme non-euclidien. Ils l’ont rejeté 
parce qu'il aboutit 4 des théoremes qui sont en contradiction avec les don- 
nés expérimentaux sur l’espace véritable’’. Seuls BOLYAI et LOBATCHEVSKY 
ont vu que certains théorémes de la géométrie non-euclidienne sont contraires 
non pas aux expériences dans l’espace véritable, mais a |’explication eucli- 
dienne de ces expériences. Ils ont donc établi une géométrie non-euclidienne 
logiquement aussi bien possible que la géométrie euclidienne. Laquelle des 
deux géométries: l’euclidienne ou la non-euclidienne, donne une description 
juste de espace véritable ? Ce probléme ne peut étre résolu que par l’expé- 
rience scientifique. 

LOBATCHEVSKY et BOLYAI ont qualifié d’arbitraire l’axiome des paralléles 
d’EUCLIDE. Ils ont établi la géométrie non-euclidienne en tant que systéme 
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également apte a rendre les rapports des réalités objectives de l’espace que 
celui d’EUCLIDE, et aussi juste que celui-ci. Ainsi ils ont transformé la géo- 
métrie d’une maniére révolutionnaire et essentiellement matérialiste. 

Il est possible de constater qu’ils sont parvenus a cette conception 
nouvelle et révolutionnaire 4 peu prés 4 la méme époque. En 1823 Losa- 
TCHEVSKY voyait clairement que la déduction du V° axiome des autres axi- 
omes n’est pas un probléme résolu, mais il ne voyait pas bien encore la 
maniére d’éclaircir ce probléme. Dans une lettre datée du 3 novembre 1823, 
Botyal écrivait qu’il est arrivé 4 un résultat décisif dans la géométrie non- 
euclidienne. 

Le 24 février 1826 LOBATCKEVSKY présenta une thése a la faculté de 
physique et de mathématique de l’université de Kazan. Cette thése est dis- 
parue, mais il est possible de conclure de ses autres travaux qu’il y déve- 
loppait les fondements d’une géométrie non-euclidienne. 

Au début de 1826 Bocyal remettait 4 son ex-professeur, le capitaine 
WOLTER, le manuscrit de son ouvrage sur la géométrie non-euclidienne. Ce 
manuscrit est également disparu. 

La premiére oeuvre imprimée, qui rend compte de la découverte de 
LOBATCHEVSKY a paru en 1829. L’année 1829—1830 de la revue ‘‘Kazansky 
Vestnik” publie un ouvrage sur “Les fondements de la géométrie’’. Dans cet 
ouvrage LOBATCHEVSKY déduit les rapports entre les cétés et les angles du 
triangle rectangle dans le plan hyperbolique, puis il expose la géométrie 
différentielle et analytique de l’espace hyperbolique ainsi que son utilisation 
pour le calcul de certaines intégrales définies. 

L’ “Appendix’’ est la premiére et unique oeuvre parue de BOLYAl qui 
rend compte des résultats de ses recherches. Les tirages a part en avaient 
déja paru en juin 1831. 


Fig. 1 


LOBATCHEVSKY et BOLyal ont également pris pour point de départ le 
systéme d’axiomes se déduisant du systéme euclidien par la suppression du 
V° axiome, et ils commencent l’exposition par une nouvelle définition de la 


notion du parallélisme. Soit PA |e. Considérons les demi-droites PY ayant 
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le point P pour origine et situées dans le plan déterminé par la droite e et 
par ce méme point P situé en dehors de ee Il s’ensuit du systeme restant 
d’axiomes existence d'une demi-droite PU ne coupant pas AM, située du 
méme coté que AM de la droite PA, et telle que toute demi-droite ayant be 
pour origine et située dans l’angle APU= coupe la demi-droite AM. La 
droite a, et la droite a’ symétrique de a par rapport a la droite PA, sont 
appelées paralléles a la droite e. La distance PA —x est appelée distance 
de parallélisme et l’angle APU< est l’angle de parallélisme corespondant a 
la distance x; APUx = I(x). 

Deux cas sont possibles: pour chaque configuration de cette sorte ou 
bien /I(x)—=R,' ou bien I/(x)< R. 

Si nous admettons l’assertion /7(x)—R comme axiome en |’ajoutant 
au systéme restant d’axiomes, nous pouvons déduire du systéme d’axiomes 
ainsi obtenu la géométrie euclidienne. 

Si, par contre, nous admettons l’hypothése //(x)< R et nous |’ajoutons 
au systéme restant d’axiomes, nous obtenons un nouveau systeme d’axiomes 
qui nous conduit 2 la géométrie non-euclidienne. 

Deux voies se présentent dans l’exposition qui suit: 


1. Elaborer les conséquences de I’hypothése //(x)<R. Ce fut la voie 
suivie par LOBATCHEVSKY. 


2. Ne faire aucune hypothése sur l’angle de parallélisme — sauf que 
l’assertion J7(x)>R est en tout cas fausse — et ne déduire que les con- 
séquences du systéme restant d’axiomes. Le systéme géométrique ainsi obtenu 
contient en méme temps les deux types de géométries. Telle fut la voie 
suivie par BOLYAI. 


En partant de I’hypothése J/(x)< R, LOBATCHEVSKY construit la géo- 
métrie dite hyperbolique et il traite les deux géométries, la géométrie eucli- 
dienne et la géométrie hyperbolique, parallélement mais séparée |’une de 
l’autre. De son cété BOLyAl, en faisant ressortir le noyau commun des deux 
types de géométries, traita les deux géométries ensemble, et il en fit une 
synthése d’un degré plus élevé, et ne les sépara que dans le cas ou, dans 
l’un ou dans l’autre systéme, il désirait faire ressortir quelque relation pré- 
sentant une certaine particularité caractéristique. LOBATCHEVSKY, en tant 
qu’astronome et physicien qualifié avait en sa possession les instruments de 
mesurage nécessaires, et il était convaincu qu’au moyen de _ l’expérience 
scientifique il est possible de décider si l’espace physique est de nature 
euclidienne ou non-euclidienne. C’est pourquoi il donna une élaboration trés 
detaillée des relations métriques de la géométrie hyperbolique ainsi que de 
leurs applications. Suivant cette voie, il parvint 4 des problémes intéressants 


1 Désigne ici l’angle droite. 


LA VIE ET LES OEUVRES DE N. I. LOBATCHEVSKY 133 


et obtint des résultats de valeur dans la théorie des probabilités. BOoLyal 
par contre, dans son isolation, ne pouvait méme penser a la solution de tels 
problémes. Dans ses recherches ultérieures, il visa plutdt a développer les 
aspects theoriques de la nouvelle géométrie. 

Donnant une élaboration plus détaillée des fondations de la géomeétrie 
hyperbolique, en développant minutieusement la géométrie différentielle et 
analytique non-euclidienne, en établissant des théorémes et des formules 
immédiatement applicables, enfin en publiant tout cela, LOBATCHEVSKY a pro- 
duit beaucoup plus que BoLyal.* D’autre part, BOLYAl a également pour- 
Suivi ses recherches et de ses notes qu’il avait préparées pour lui-méme, on 
peut constater que dans l’élaboration des géométries valables sur les surfaces 
a courbure constante de l’espace absolue — c’est par ce nom que |’on dé- 
signe l’espace satisfaisant au systéme restant d’axiomes — il était parvenu 
a un tel degré de perfection qui ne fut atteint qu’a la fin du XIX" siécle 
par des mathématiciens travaillant dans des circonstances beaucoup plus 
favorables. 

Ce n’est pas seulement dans le domaine des recherches géométriques 
que LOBATCHEVSKY a rencontré BOLYAI, mais aussi dans d’autres branches 
des mathématiques. Ainsi, ils firent tous les deux la critique détaillée du for- 
malisme, de la formation arbitraire des idées générales, procédé trés en vogue 
dans l’arithmétique de ce temps-la. En effet, cette conception critiquée vive- 
ment par eux empécha le développement de la notion de nombre. LoBa- 
TCHEVSkY, dans son livre intitulé “L’algébre ou le calcul des quantités finies” 
et BOLYAI dans son manuscrit “Responsio” donnérent a certaines questions 
un traitement dont l’idée maitresse se répandait d’une fagon générale beau- 
coup plus tard. 

Leurs recherches analogues les amenérent également a découvrir les 
rapports étroits reliant la théorie des nombres complexes a la géométrie non- 
euclidienne. Par l’emploi des nombres complexes, nous pouvons mettre en 
évidence les relations formelles étroites existant entre les géométries hyper- 
boliques et sphériques. Dans les §§ 9 et 11 de sa “Responsio”, BOLyAl 
étudie cette questidn d’une maniére particuliérement approfondie. Quant a 
LOBATCHEVSKY, il traite cette question en détail dans son oeuvre “La géomé- 
trie imaginaire’’. 

La maniére de LoBATCHEvsky d’envisager les problémes et ses exi- 
geances élevées montrées a |l’égard de la formation des idées générales en 
mathématiques l’ont conduit aussi dans ses recherches sur |’analyse mathé- 


2 Les oeuvres ultérieures de Losatcuevsky traitant de la géométrie non-euclidienne 
sont les suivantes: La géométrie imaginaire (1835). L’application de la géométrie imaginaire 
@ quelques intégrales (1836). Les nouveaux fondements de la géométrie avec la théorie 
compléte des paralléles (1835—1838). Recherches géométriques sur la théorie des parailéles 
(1840). Pangéométrie (1855). 
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matique a des résultats originels et remarquables. Il apercut que la différen- 
tiabilité d’une fonction ne découle pas nécessairement de sa continuité et 
que la continuité est possible sans différentiabilite. BOLYAI a aussi fortement 
critiqué V’imprécision dans certaines notions générales de l’analyse. Ses ten- 
dences nous rappellent parfois la rigueur weierstrassienne. Par exemple, il a 
méme critiqué la notion de cercle a rayon infini, prétendant que la notion 
du cercle suppose les notions ordinaires de la distance et du point. Il a in- 
troduit la notion de courbe uniforme, ayant pour propriété déterminante que 
les perpendiculaires élevées aux milieux de ses cordes forment un faisceau 
de droites. Cette notion comprend le cercle, le paracycle et I’hypercycle. 

Tous deux ont aussi atteints de grands résultats dans le domaine de 
l’analyse. Le développement en série de puissance des fonctions trigonomé- 
triques, de méme la relation d’EULER: 


eV-1 — cosx+|)—1 sin x 


étaient déja connus avant LOBATCHEVSKY. Mais il fut le premier 4 en déduire 
les conséquences profondes. LOBATCHEVSKY deéfinit les fonctions trigonomé- 
triques par leurs développements en série. I] donne une construction analy- 
tique de la trigonométrie et montre que cette trigonométrie comprend la tri- 
gonométrie classique. Dans son ouvrage ‘‘Responsio”’, BOLYAI suit la méme 
voie méthodique. Notamment dans le § 8, il établit une nouvelle théorie des 
logarithmes. Il considére le logarithme comme la fonction inverse d’une 
fonction définie par une série, puis en partant de cette définition, il définit 
la notion de puissance pour un exposant quelconque. 

Nous pouvons également constater une ressemblance intéressante entre 
les pensées et les créations des deux mathématiciens dans le domaine de la 
topologie. LOBATCHEVSKY emploie fréquemment des considérations de carac- 
tere topologique, et dans son exposition il préfére — avec un sens particu- 
lier — les raissonnements ne dépendant pas de considérations métriques. 
Nous pouvons déja en trouver des exemples dans sa “Géométrie”’ parue en. 
1823. Dans les notes de BoLyai datant d’une époque postérieure, on trouve 
des pensées remarquables qui nous permettent de constater qu’il a découvert 
ou pressenti certaines relations appartenant au domaine de la topologie com- 
binatoire. C’est en particulier son manuscrit ‘‘Raumlehre” qui contient de tel- 
les idées. 

Revenons aux oeuvres de LOBATCHEVSKY concernant la géométrie non- 
euclidienne. Ses contemporains — ne les comprenant pas en général — les 
critiquérent et attaquérent violemment. Gauss traita ces critiques de “stupi- 
dités”. En 1848, le livre de LOBATCHEVSkY intitulé “Recherches géométriques 
sur la théorie des paralléles” parvint 4 FARKAS et JEAN BOLyal. Le fait est 
remarquable que chez nous il y avait déja des critiques compétents au milieu 
du siecle dernier, alors que la plupart des mathématiciens ne comprenaient 


LA VIE ET LES OEUVRES DE N. I. LOBATCHEVSKY 135 


pas encore LOBATCHEVSKY. JEAN BOLYAI a lu cette oeuvre de son contempo- 
rain et nous a laissé pour critique un manuscrit volumineux que l’on cite 
seulement sous le nom de “Remarques”. Cette critique tranchante mais tout 
a fait objective rend compte de certaines lacunes de |’exposition et des con- 
sé€quences plus profondes de certains théorémes. Dans une remarque géniale, 
il esquisse l’idée fondamentale d’un procédé expérimental basé sur la formule 
de gravitation de NEWTON dans l’espace absolue qui pourrait peut étre servir 
a décider le caractére euclidien ou non-euclidien de l’espace. Cette critique, 
BoLyal ne l’écrivit pas pour les lecteurs, mais seulement pour lui-méme. 
L’élégance et la finesse de !’exposition du grand mathématicien russe le cap- 
tivent. Dans ses notes, on trouve des remarques enthousiastes. FARKAS BOLYAI, 
dans son petit livre de 65 pages intitulé “Kurzer Grundrif” (1851) consacre 
9 pages a la discussion de l’oeuvre en question de LOBATCHEVSKY. 

LOBATCHEVSkY, trés cultivé, avait une instruction scientifique trés avan- 
cée. Instruit en philosophie, il était un excellent professeur et savant génial 
d’une vaste culture scientifique. Ses idées philosophiques étaient trés avan- 
cées par rapport a son époque. II vécut dans l’atmosphére de l’université de 
Kazan, entouré d’amis cultivés. Et pourtant ni son entourage ni ses contem- 
porains ne comprenaient ses découvertes révolutionnaires. Ce n’est pas seule- 
ment en mathématiques, mais aussi en physique que LOBATCHEVSKY eut des 
idées originales. Son instruction dans les sciences naturelles eut une influence 
favorable sur ses idées mathématiques. II était profondément convaincu que 
lessence des mathématiques ne réside pas dans des constructions .abstraites 
et formelles. Au contraire, les mathématiques possédent une base matérielle 
et physique. Et ce qui est essentiel dans les mathématiques c’est de refléter 
de plus en plus fidélement les traits les plus profonds de cette base. Suivant 
une autre voie et dans des circonstances différentes, BOLYAI parvint essen- 
tiellement 4 la méme conclusion. L’instruction de BOLYAI ainsi que ses con- 
naissances mathématiques sont incomplétes comparées a celles de LOBA- 
TCHEVSky. Dans |’entourage de BOLYAI ne se trouvaient que tres peu d’hom- 
mes cultivés. Son pére méme ne pouvait que difficilement suivre ses pensées 
scientifiques, l’essentiel de ses découvertes faisant époque. Dans ses années 
fécondes, aprés sa mise 4 la retraite, il vécut dans un milieu extrémement 
primitif, et végéta dans de lamentables conditions matérielles. Il eut été vo- 
lontiers professeur, mais méme ce désir était irréalisable. Sa découverte 
mathématique, noyée dans |’atmosphére de l’indifférence, ne recut méme pas 
une critique malveillante, pour la bonne raison que l’on ne s’en_ souciait 
point. Par contre, LOBATCHEVSKY, sinon pour sa grandiose découverte, fut au 
moins aimé et honoré. A tout cela, BOLYAI ne participait guére. 

Dans la société socialiste d’aujourd’hui, tout en le sachant, nous ne pouvons 
nous faire une idée juste de la lutte tragique qu’ont menée LOBATCHEVSKY 
et BoLyAl pour faire connaitre et reconnaitre leurs découvertes monumentales. 
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Cent cinquante ans se sont écoulées depuis la naissance de BOLYAI. 
Depuis ce temps-la, le monde a fait la connaissance des oeuvres de LOBA- 
TCHEVSKY et de BOLyAl. Leurs conceptions, leurs idées scientifiques faisaient 
sentir leur influence féconde sur le développement mathématique de tout un 
siecle. La science soviétique et hongroise regardent avec une fierté juste les 
deux grands savants: NICOLAS IVANOVITCH LOBATCHEVSKY et JEAN BOLYAI. 


IKU3Hb U TBOPYECTBO JIOBAYEBCKOrO 
®. KAPTECH (Byazanewr) 


(Pesrwme) 


AsTop onncpipaeT oKH3Hb WH TBOpYecTBO Hukonad Hsanosuya JIoGayeBcKoro 
cpapHupas ero c Anowem Bosn. YeaspipawTca HHTepecHble COrmacHA MH 3aMe4aTeAbHbIe 
pasauuua. Jlarorca cpefeHnaA 06 HX BOCNHTAHHH, COUMANbHOH Cpese, Kappepe, OO ux CBAsH 
c Tayccom, 06 omeHKe HX AeATeNbHOCTH COBPeMeHHMKAMH H NOTOMCTBOM. Tosopa 06 
HX TBOPYECTBE, ABTOP OCTAHAaBANBaeTCA Ha PelWeHHH NpOOAeMbI NapanaeaAbHbIX NyTeM CO3- 
faHua runep6onmyeckow reomMeTpHH, Ha OOOCHOBAHHH TeEOPHH KOMMICKCHBIX YHCeET H UX 
TIpHMeHEHHM B TeOPHH yHKUMH, MH Ha MapanmeAbHOCTH Me@+*KAY UX HaydHbIMH He GnTOCOd- 
CKMMH Baradgfamu. [1p 3TOM NOKasbiBaeTCA TeCHAaA HACNHAaA POACTBEHHOCTb Me@*KAY DBYMS 
BeEIMKUMH Y4eHAMM, KOTOPaA, OMHAKO, He MOpPasHTeAbHa, Belb OOA OHH AOOHANCH ycCnexoB 
B TOM 1%Ke OOMACTH HaykKH, H paOoTHI OOOHX BOZ6y>xKTANH PeBONIOUHH B STON OOsmacTH. 
TayOokaa poxCTBeHHOCTb HX TBOPYECKHX HHTEWIEKTOB BbIPaAKaNach H B UX MATePHaNHyeCKHX 
B3rAgax, KOTOPbIe ea HX CNOCOOHBIMH Ha BEAHKHE OTKPbITHS. 


REMARQUES AU SUJET DE LA GEOMETRIE 
DIFFERENTIELLE PROJECTIVE 


Par 
E. CECH (Prague) 


Les idées révolutionnaires de Botyal et LOBATCHEVSKy ont ouvert la 
voie au développement vraiment gigantique de la géométrie et il n’est pas 
douteux que ce développement va se continuer avec la méme vitesse pour 
encore long temps. C’était en géométrie différentielle oi pour la premiére 
fois, par le mérite du génie de RIEMANN, les espaces non-euclidiens de 
BoLyal et LOBATCHEVSKY se sont montré étre seulement des premiers exem- 
ples d’une famille de plus en plus croissante d’espaces, dont l’étude occupe 
dans les derniéres décades une place étendue dans les mathématiques mo- 
dernes, grace surtout au fait que la théorie de la relativité a attiré l’attention 
des physiciens aux méthodes et aux résultats de la géométrie différentielle. 

Cependant, il me semble quelque fois que la géométrie différentielle 
moderne, si bien puissante que soit son étendue, commence a négliger l’intui- 
tion géométrique; quoiqu’il en soit, il est sir qu’en géométrie différentielle, 
la littérature contient une disproportion trop élevée de Mémoires ne conte- 
nant que des généralisations aisées et des calculs formels et moi je me 
demande parfois si c’est encore de la géométrie que l’ony présente aux lec- 
teurs. Aussi, il y a dans la géométrie différentielle moderne des thémes de 
recherches étendues oii la tache d’exposer d’une maniére a la fois courte et 
précise le contenu essentiel de l’investigation aux savants travaillant dans 
d’autres domaines ce mathématiques, serait peut-étre bien plus difficile 
que l’exposition détaillée déstinée pour les spécialistes. Or ceci, a mon avis, 
est regrettable. 

C’étaient des considérations de tel genre qui m’ont conduit a oser de 
passer en revue devant cette audience éminente quelques résultats en géo- 
métrie différentielle projective qui, peut-étre, n’ont pas une grande importance 
intrinséque, mais ow, ‘d’autre part, l’énoncé des définitions et des résultats 
est bien moins compliqué que les démonstrations. 

Naturellement, ceci n’est pas l’occasion pour une revue compléte, de 
facon que je vais me limiter 4 une question particuliére. C’était en 1916 ° 


1 G. Fusini, Applicabilita proiettiva di due superficie, Rend. Circ. Mat. di Palermo 
41(1916), p. 135—162. 
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que mon ami regretté FUBINI a introduit la notion de déformation projective 
et c’était en 1920 2 qu’E. CARTAN a résolu, par moyen de la théorie des 
systemes de PraFF en involution, presque tout qu’a ce temps la semblait 
constituer le corps de problémes s’y rattachant. Quelques années plus tard, 
j'ai réussi ** & donner, usant des méthodes spéciales, des compléments qu’il 
serait peut-étre difficile d’obtenir au moyen des méthodes d’E. CARTAN, quel- 
que puissants que soient ces méthodes, en général. Pendant les 20 derniéres 
années, au contraire, il semble que la théorie de la déformation projective 
n’a plus a signaler rien que soit essentiellement nouveau. 

Or, j’ai créé récemment ° une théorie générale des propriétés projec- 
tives de transformations, ce qui m’a conduit a trouver de nouvelles propriétés 
géométriques de la déformation projective, que je vais indiquer plus tard. 

En quittant ces généralités, je commence par la définition du contact 
analytiqgue due 4 FuBINI. Il est classique de dire que deux variétés V et V’ 
ont au point commun A un contact d’ordre s, s’il est possible d’établir entre 
V et V’ une correspondance a point fixe A telle que la distance de deux 
points correspondants prochains a A soit infinitésimale d’ordre s+ 1. C’est 
que FuBINI appelle contact géométrique d’ordre s, tandis que la notion de 
contact analytique s’applique seulement a une correspondance donnée entre 
V et V’ et signifie naturellement que la propriété énoncée plus haut a lieu 
relativement a cette correspondance elle-méme. 

Ceci étant, supposons qu’une correspondance C entre deux variétés V 
et V’ soit donnée; choisissons un point A de V et désignons par B l’image 
de A dans V’. Soit alors H une correspondance auxiliaire, dépendant de la 
position de A, entre la variété V et une variété auxiliaire V*, et portant elle 
aussi le point A dans le point 8B. Cela donne lieu a une correspondance 
entre les deux variétés V’ et V*, possédant un point fixe en B. Si mainte- 
nant V’ et V* ont en B un contact analytique d’ordre s, alors nous disons 
que la correspondance auxiliaire H réalise, au point A, un contact analytique 
d’ordre s entre V et V’. Le cas qui nous intéresse ici est celui o1 H est une 
homographie; alors, si l’ordre de contact s== 1, nous disons que H est une ~ 


2 E. Cartan, Sur la déformation projective des surfaces, Ann. Ec. Norm. Sup., (3) 
37(1920), p. 259—356. 

* £.Cecn, Sur les surfaces qui admettent oo! déformations projectives en elles. 
memes, Publ. Fac. Sc. de l'Univ. Masaryk, n° 40, (1924), 47 pages. 

aS, Cecu, Réseaux R a invariants égaux, Publ. Fac. Sc. de l’Univ. Masaryk, n° 143 
(1931), 29 pages. 

5 E. Cecu, Mpoexrupnasa qudpepenunarbHad reOMeTpuA COOTBETCTBHH MeXKAY DBYMA 
npoctpancrgamu, Yexocuopauknit Marematuyeckunn JKypuHaa; I. 2 (77) (1952), p. 
92—107; Il. 2 (77) (1952), p. 109—123; Ill. 2 (77) (1952), p. 125—148; IV. 2 (77) (1952), 
p. 149—166; V. 2 (77) (1952), p. 167—188. Les Mémoires VI et VII de cette série sont en 
train d’étre publiés au méme Journal; le Mémoire VIII est en préparation. Les Mémoires 
1, II, Ill ont paru aussi en frangais au méme Journal: I. 74(1949), p. 32—48; II. 75 (1950), 
p- 123—136; Ill. 75(1950), p. 137—157. 
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homographie tangente au point A a la correspondance entre V et V’; sis 2, 
nous disons que H est une homographie osculatrice au point A a la corres- 
pondance entre V et V’. Il est bien évident que ’homographie tangente existe 
toujours, quelque soit la correspondance initiale C entre V et V’; naturelle- 
ment, je suppose que C soit suffisamment reguliére et je suppose méme que 
C soit exprimable par des fonctions holomorphes. Diailleurs, l’homographie 
tangente n’est pas déterminée univoquement. 

FUBINI considére le cas d’une correspondance C entre deux surfaces V 
et V’ de l’espace ordinaire et il appelle C une déformation projective si, pour 
chaque position du point A sur la surface V, il existe une homographie 
osculatrice H, qui de nouveau n’est pas déterminée univoquement. FUuBINI 
exclut le cas de surfaces développables et il prouve que condition néces- 
saire et suffisante pour la déformation projective est l’invariance d’une forme 
différentielle fractionnaire (¢du'+yd1*):2dudv, ot u et » sont des para- 
métres asymptotiques de la surface V. Il en résulte que la notion de courbe 
asymptotique est invariante pour les déformations projectives, ce qui découle 
dailleurs immédiatement de la définition géométrique de la déformation pro- 
jective. Quant au numérateur ¢du°’+~+dv’, il s’évanouit identiquement pour 
les quadriques et il se réduit a #du* dans le cas ou V est une surface 
réglée dont u—const. sont les génératrices. Si enfin V est une surface non 
réglée, alors Pdu’+ydr° —O définit une terne de tangentes 4 V au point A 
qu’on appelle tangentes de DarBoux. L’invariance des tangentes de DARBOUX 
par rapport aux déformations projectives découle géométriquement p. ex. de 
Yinvariance des courbes asymptotiques et de la construction suivante des 
tangentes de DARBOUX donnée dans un de mes premiers travaux scienti- 
fiques: ° dans le plan tangent a la surface V au point A, il existe deux 
paraboles, chacune desquelles a en A un contact du 2° ordre avec une 
courbe asymptotique et dont l’axe est paralléle a |’autre tangente asymptotique 
en A; les deux paraboles se coupent, outre en A, dans trois points 
A,, Ao, A; et les droites AA,,AA,, AA; sont les tangentes de DARBOUX. 

FUBINI ne résout pas les questions d’existence, ce qui, comme j’ai déja 
dit, a été fait par E. CARTAN. Les théorémes de CARTAN sont les suivants: 

(1) Les plans sont projectivement indéformables; plus précisement, une 
déformation projective d’un plan se réduit 4 une simple homographie. 

(2) Chaque surface développable (qui n’est pas un plan) est projecti- 
vement déformable et la déformation dépend de 3 fonctions arbitraires d’un 
argument. 

(3) Chaque surface réglée non développable est projectivement défor- 
mable et la déformation dépend d’une fonction arbitraire d’un argument. 


6 E. Cec, L’intorno d’un punto d’una superficie considerato dal puto di vista pro- 
iettivo, Annali di Matem., (3) 31 (1922), p. 191—206. 
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(4) Quant aux surfaces non réglées projectivement déformables, elles 
sont exceptionnelles et dépendent de 6 fonctions arbitraires d’un argument. Si 
la surface non réglée V est projectivement déformable, alors la déformation 
dépend seulement de constantes arbitraires dont le nombre A ne peut étre 
égal qu’a 1, 2 ou 3. Le cas h=1 est le cas général; le cas h=3 a lieu 
pour les surfaces dont les asymptotiques appartiennent a des complexes 
linéaires et qui dépendent de 2 fonctions arbitraires, mais le cas h=3 a 
lieu pour d’autres classes de surfaces dont les propriétés géomeétriques sont 
moins claires et qui dépendent seulement de quelques constantes arbitraires. 
Quant au cas h—2, CARTAN a prouvé seulement que des surfaces de tel 
genre, s'il en existe, ne peuvent dépendre que des constantes arbitraires. La 
question d’existence ainsi posée est déclarée non résolue au nécrologue we. 
CARTAN paru récemment au Bull. Amer. Math. Soc.,’ quoique j’ai donné 
des exemples effectifs de telles surfaces déja en 1924 ° et d’autres exemples 
sept années plus tard. * 

Cependant, a ce qu’il me semble, la détermination de foufes les sur- 
faces avec h==2 n’a pas été faite jusqu’a présent. 

En laissant de cété le cas de surfaces développables, a chaque défor- 
mation projective d’une surface on peut attacher un réseau conjugué appelé 
par CARTAN réseau conjugué de déformation projective; en suivant M. FINIKOFF * 
je lappellerai plus briévement réseau base (de déformation), ces tangentes 
tangentes de base et les congruences engendrées par ces tangentes, con- 
gruences base. Au Mémoire de 1920, CARTAN ne donne qu’une déscription 
géomeétrique compliquée des tangentes base. Quelques années plus tard, 
CARTAN et moi ont trouvé, * indépendamment l’un d’autre, une autre dé- 
scription bien plus simple, 4 savoir que l’homographie osculatrice H dans un 
point A de la surface V réalise un contact géométrique du 3° ordre pour 
une courbe tracée sur V et passant par A si, et seulement si, sa tangente 
en A est une tangente de base. A ce qu’il me semble, c’est 4 FUBINI qu’on 
doit la remarque que les réseaux base sont identiques aux réseaux nommés | 
R et introduit indépendamment par DEMOULIN™ et TzITzEICA™ par une voie 
tout-a-fait différente. Il existe une théorie étendue de transformations dites 
asymptotiques de réseaux et congruences R que je me contente 4 mentionner. ” 


7S. S. Cuern et C. Cuevattey, Elie Cartan and his mathematical work, Bull. Amer. 
Math. Soc., 58 (1952), p. 217—250. 


5 C.1l. ®unukos, Teopua Kourpyanunn (1950), p. 434. 


® V. G. Fusint et E. Cecu, Introduction a la géométrie projective différentielle des 
surfaces, (1931), p. 89. 


10 A. Demoutin, Sur les surfaces R et les surfaces 2, Comptes Rendus Acad., Paris, 
153 (1911), p. 590—593. 


‘ G. Tzirzéica, Sur certains réseaux conjugués, Comptes Rendus Acad., Paris, 152 
(1911), p. 1077—1079. 


12 V. G. Fusini et E. Cec, Geometria proiettiva differenziale, vol. | (1926), chap. V. 
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D’autre part, pour raisons de briéveté je n’était pas parfaitement précis dans 
ce qui précede: en réalité, il se peut que le réseau base se réduise a une 
famille de courbes asymptotiques comptée deux fois; mais, dans cet exposé 
sommaire, je vais continuer a n’étre pas subtilement précis. 

Je finirai ces courtes notices historiques en remarquant que déja en 
1920 CARTAN” a exposé, d’une maniére extrémemant sommaire, les résultats 
qu’il a acquis dans une théorie de la déformation projective des congruences 
de droites dont la définition géométrique est presque le méme comme la 
definition donnée plus haut de la déformation projective des surfaces. Il se 
trouve qu'une congruence de droites est en général projectivement indéfor- 
mable, les congruences projectivement déformables dépendant d’une fonction 
arbitraire de deux arguments. Parmi les déformations projectives il y a une 
classe distinguée, la classe des déformations projectives singuliéres, définie 
par la propriété de l’homographie osculatrice de porter les foyers de la pre- 
miére congruence dans ceux de la seconde. Or les déformations projectives 
singuliéres des congruences de droites sont attachées aux déformations pro- 
jectives de surfaces, les congruences dont il s’agit étant celles que j’ai appelé 
plus haut congruences base de déformation projective des surfaces. Cepen- 
dant la connexion découverte par CARTAN entre le probléme de déformation 
projective des surfaces et celui de déformation projective singuliére de con- 
gruences de droites n’apparait chez lui que par voie de calcul et se sont 
seulement mes derniers travaux qui ont révélé la vraie mature géométrique 
de cette connexion remarquable, comme je vais |’expliquer plus loin. 

La communication citée de CARTAN est intitulée Sur le probléme géné- 
ral de déformation. Le programme qui est esquis dans cette communication 
n’a pas d’ailleurs été poussé beaucoup plus loin dans les 30 années décou- 
lées jusqu’ici du moment de sa publication. Dans mes travaux récents et 
dans ceux qui vont suivre, mon point de départ est différent de celui de 
CARTAN et de tous les travailleurs antérieurs. Au lieu de définir a priori cer- 
taines classes de transformations et d’étudier ensuite les problémes d’existence 
relatives, je me propose de créer une théorie différentielle générale non plus 
de variétés, mais de transformations elles mémes. La méthode extrémement 
puissante des systémes différentiels en involution, crée en 1901 par E. CARTAN™ 
et généralisée ensuite par KAHLER,’ permet de résoudre trés vite une foule 
de questions d’existence, ce qui permet de prévoir quelles sont les classes 
de transformations qui méritent une étude plus détaillée. 


13 E. Cartan, Sur le probléme général de la déformation, C. R. du Congres Int. des 


Math. de Strasbourg en 1920, p. 397—400. ; ys a 
14 F. Cartan, Sur l’intégration des systémes d’équations aux différentielles totales, 


Ann. Ec. Norm. Sup. (3), 18 (1901), p. 241—311. . : 
18 E, Kanter, Einfithrung in die Theorie der Systeme von Differentialgleichungen 


(1934). 
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Les résultats de mes recherches font objet d’une série de Mémoires au 
Journal Tchécoslovaque de Mathématiques.° Jusqu’ici, 5 Mémoires de la série 
ont déja paru, deux sont sous presse et je suis en train de finir le manuscrit 
du huitiéme. Jusqu’a présent je n’expose que la théorie différentielle projec- 
tive des transformations d’espaces /inéaires. 

Parmi les correspondances autre deux espaces linéaires S, et S,, une 
classe particuligrement simple est donnée par les correspondances qui se 
laissent décomposer en o' de transformations homographiques dhyperplans. 
Dans un Mémoire non publié, mais écrit il y a déja quelques années, jai 
fait la classification de telles correspondances pour n= 3. Par contre, j’ai 
publié seulement la détermination de correspondances développables. Voici ce 
qui ceci veut dire. Considérons une famille ~' de correspondances homo- 
graphiques H(t) entre S, et S,, dépendant d’un paramétre ¢. Dans l’espace 
doublement projectif S, x Si, chaque homographie H(t) a comme image une 
variété 4 n dimensions dépendant du paramétre 4 S’il arrive que ces »' 
variétés possédent une enveloppe, alors cette enveloppe est l'image d’une 
correspondance entre S, et S/, et ce sont précisément des correspondances 
de cette nature que j’appelle développables. L’expression analytique de cor- 
respondances développables est extreémement simple. En négligeant des cas 
limites, on prend une correspondance arbitraire entre une courbe A(t) appar- 
tenant a S, et une courbe A(t) appartenant a S, et on attache au point 

X=A(t)+A (+--+ ni A” (6) 
le point j 
Y=B()+7,B (Ot: +0-1B" (0). 

Il y a des correspondances entre S, et S/ de nature simple dont l'étude 
est trés utile comme un moyen d’étudier des correspondances plus compli- 
quées. Je vais mentionner ici ce qu’on peut appeler des projections doubles. 
Immergons l’espace S, = S,; dans un S,,; et considérons dans S,,; une vari- 
été V an dimensions ainsi que deux points fixes P et Q en dehors de S,. 
La projection double correspondante attache au point X de S, le point Y de 
Si; si les deux droites PX ef QY ont un point commun situé sur V. 

En particulier, soit pour n—-2 V une quadrique doublement réglée et 
pour n=3 un cone projetant une telle quadrique, le centre de projection 
ayant n—3 dimensions. La projection double correspondante est une trans- 
formation se laissant décomposer en deux maniéres différentes l'une de l'autre 
en co’ de transformations homographiques d’hyperplans et il n’existe pas 
d’autres transformations qui permettent deux décompositions pareilles. Le cas 
de trois décompositions de tel genre est possible seulement pour n= 2 et 
c’est seulement la transformation quadratique birationnelle du plan qui jouit 
de cette propriété. 

Je n’insisterai pas sur la foule d’autres correspondances remarquables 
que j'ai trouvé pendant mes_ recherches et je passe 4 expliquer les résultats 
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relatifs a la déformation projective mentionnés plus haut. Soit une déforma- 
tion projective portant une surface non développable V dans une surface V’, 
forcément aussi non développable. A chaque point A de V il existe «' ho- 
mographies osculatrices H, mais la partie de H relative au plan tangent a 
V en A est la méme pour chaque choix de H. Or faisons passer par chaque 
point A de V une tangente déterminée 7 a la surface V. Nous obtenous une 
transformation C de l’espace ambiant S, en faisant correspondre, a chaque 
point de v, le point qui lui correspond dans l’homographie H relative au 
point de contact A. On peut se demander s’il est possible d’arranger cette 
construction de maniére que H soit |’homographie tangente a C tout le long 
de chaque droite tr. Il se trouve que ceci a lieu si et seulement si 7 est une 
tangente base. C’est de cette maniére que j’attache géométriquemet a une 
déformation projective de la surface V la déformation projective singuliére C 
de la congruence L engendrée par les droites 7. 

Mais il y a plus. La transformation C de la congruence L posséde une 
propriété géométrique caractéristique, qui est extrémement simple et intuitive 
En effet C est une transformation asymptotique de la congruence L. Voici ce 
qui cela veut dire: Une surface réglée S tout a fait arbitraire contenue dans 
L est portée par C dans une surface réglée S’ de telle facon qu’d chaque 
courbe asymptotique de S correspond une courbe asymptotique de S’. Outre 
ceci, nous avons une autre circonstance trés remarquable. Si on choisit 1a 
surface réglee S de telle fagon qu’elle touche la surface originale V le long 
d’une courbe asymptotique de V, alors il se montre que, dans ce cas parti- 
culier, la correspondance entre les deux surfaces réglées S et S’ est une 
déformation projective. En partant de ceci, on prouve qu’une déformation 
projective d’une surface non réglée V peut étre considérée comme une enve- 
loppe d’une famille oo’ de déformations projectives de surfaces réglées. A ce 
qu’il me semble, ce fait mérite d’étre approfondi. Aprés 36 années depuis la 
création de la notion de déformation projective, cette notion acquiert ainsi 
finalement une vie nouvelle, cette fois vraiment géométrique et intuitive. 
uel dommage que je ne puis plus communiquer ces résultats au feu ami 
UBINI qui avait guidé mes premiers pas dans la vie scientifique! 
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3AMEYAHUM K MPOEKTUBHOM JIM@bEPEHIMAJIbBHOU TEOMETPUU 
3. YEX (Mpara) 


(Pe31 Me) 


AsTop jaetT o630p uccneqoBaHHH, CBASAHHBIX C MPOeKTHBHBIMM edopmMalluamyH, 
BBeQeCHHHIMH DyOunn. Tosopa 0 poan aToroO NOHATHA B MCCMeEAOBAHHAX NO MpOeKTHBHOH 
reOMeTpHH, OH faeT CBOAKY OTHOCHUIMXCH CHa CBONX pesy1bTaTOB H pe3ylbTaTOB 
9. Kaptana. 


UBER EINE. AXIOMATISCHE BEGRUNDUNG DER INNEREN 
GEOMETRIE DER FLACHEN 


Von 
W. RINOW (Greifswald) 


Als das wesentliche Ziel der geometrischen Axiomatik sieht man nach 
der allgemein tiblichen Auffassung die Begriindung der euklidischen Geo- 
metrie an. Die Untersuchungen iiber die Unabhangigkeit des Parallelenaxioms 
haben dariiber hinaus zur Axiomatik der Bolyai—Lobatschefskischen Geo- 
metrie gefiihrt und die Forderung nach einer Begriindung der projektiven 
Geometrie, welche unabhangig von der euklidischen Geometrie ist, hat das 
projektive Axiomensystem entstehen lassen. Vom Standpunkt der Differential- 
geometrie aus gesehen, bedeutet diese Auffassung eine Beschrankung auf die 
Klasse der Raume konstanter Kriimmung. Es erscheint mir als sehr wiin- 
schenswert, diese Beschrankung aufzugeben und zu versuchen, die vorlie- 
genden Axiomensysteme so abzudndern, dafi sie eine midglichst allgemeine 
Klasse von Raumen umfassen. Der Weg, differentialgeometrische Raume als 
spezielle metrische Raume zu charakterisieren, ist bereits beschritten worden. 
Ich méchte hier jedoch tiber eine andere Mdéglichkeit der axiomatischen Be- 
griindung der inneren Differentialgeometrie sprechen, die von metrischen Be- 
griffen unabhangig ist, sich also an die projektive Axiomatik anschlieft, und 
die nur die Dimensionszahl 2 in Betracht zieht. . 

Bevor ich auf die eigentlichen axiomatischen Fragen eingehe, méchte 
ich an einige bekannte Tatsachen aus der Flachentheorie erinnern. Eine Flache 
wird durch eine Parameterdarstellung r(u', u*) definiert. Sie sei mindestens 
dreimal stetig differenzierbar und geniige der Forderung der Regularitat: 
fut X Yue 0. Die positiv definite quadratische Differentialform gy,du'du* mit | 
£4, —=L,it,« bestimmt die Langen- und Winkelmetrik auf der Flache. Abbil- 
dungen von Flachen aufeinander, welche die Langen und Winkel erhalten, 
heiBen isometrisch. Unter der inneren metrischen Geometrie versteht man die 
Lehre von denjenigen Eigenschaften einer Flache, welche bei isometrischen 
Abbildungen ungedndert bleiben. Als wichtigster Bestandteil der inneren Geo- 
metrie- gilt die Theorie der geodatischen Linien. Diese werden als Extremalen - 


des Variationsproblems Of Veuii “ees 0 gs und geniigen einem System 


von Differentialgleichungen der Form i? + Cini" d’=0, wobei die Iu, die 
Christoffelschen Dreiindizessymbole, aus den gx und ihren ersten Ableitun- 
gen berechnet werden kénnen, und der Kurvenparameter die Bogenlange ist. 
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Zu einer allgemeineren Auffassung der inneren Geometrie gelangt man, 
wenn man analog dem Vorgehen in der projektiven Geometrie der Ebene den 
Begriff der geodatischen Linie als das unmittelbar gegebene ansieht, von den 
iibrigen metrischen Eigenschaften jedoch abstrahiert. Es sei also auf einer 
Flache ein System von Kurven als Lésungen des Differentialgleichungssystems 


(1) di-+ Fi(a’, a; a, w’)=0 


gegeben. Die Funktionen F’(u', u’; a’, a°) sollen  stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung besitzen und in den Variablen a’, a? homogen vom Grade 2 
sein. Diese Voraussetzung ist fiir F' ju" a’ erfiillt, allgemeiner z. B. auch 


fiir die Extremalen eines regularen Variationsproblems 6{ Fu, fi yaa 


Die Lésungen des Systems (1) sollen wieder geodatische Linien heifen. Eine 
Flache, auf der in diesem Sinne geodatische Linien gegeben sind, heife eine 
projektive Flache. Unter einer projektiven Abbildung versteht man eine 
umkehrbar eindeutige Abbildung zweier projektiver Flachen aufeinander, 
welche die geodatischen Linien der beiden Flachen ineinander iiberfiihrt. Die 
innere projektive Geometrie ist alsdann die Lehre von denjenigen Eigen- 
schaften einer Flache, welche bei projektiven Abbildungen ungedndert bleiben. 
Fiir projektive Abbildung ist auch die Bezeichnung ’geodatische Abbildung“ 
iiblich, und die innere projektive Geometrie wird in der Literatur meist ’geo- 
metry of paths’ genannt. Ich bemerke noch, dafi es sowohl fiir die innere 
metrische als auch fiir die innere projektive Geometrie unwesentlich ist, sich 
die Flachen im euklidischen Raum eingebettet vorzustellen. 

Die wichtigsten Eigenschaften der geodatischen Linien einer projektiven 
Flache kommen in dem von J. H. C. WHITEHEAD bewiesenen Satze zum Aus- 
druck : 

Verbindbarkeitssatz im Kleinen: Um jeden Punkt einer projektiven Flache 
gibt es eine einfach konvexe Umgebung. Dabei heift eine Umgebung einfach 
konvex, wenn je zwei ihrer Punkte durch genau eine geodatische Linie ver- 
bunden werden konnen, die zwischen den Punkten ganz in der Umgebung 
verlauft. Diese Eigenschaft entspricht dem Verbindbarkeitsaxiom der ebenen 
Geometrie. 

Zur Vorbereitung der Axiomatik mu8S ich nun noch auf eine weitere 
bekannte Tatsache der Flachentheorie hinweisen. Sind durch die Tangenten- 
vektoren v1, »%, vs, v4 vier Richtungen in einem Punkt einer Flache gegeben, 
so laft sich unabhangig von der Parameterdarstellung der Flache ein Dop- 
pelverhdltnis dieser vier Richtungen 


D Yo? _ (vs, v;) (%, v2) 
(y, » Vo, U3, Dy) (%, ) (v3, vy) 


definieren. Das Symbol (v,,v,) bezeichnet dabei die Determinante aus den 
Vektorkoordinaten v,,,. Nun gibt es bekanntlich durch jeden Punkt in jeder 
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Richtung genau eine geodatische Linie. Richtungen und geodiatische Linien 
entsprechen einander also eineindeutig. Es ist damit ein Doppelverhaltnis von 
vier geodatischen Linien g,, g,,g,,g@, durch einen Punkt erklart, indem man 
D( 1, 225 Bs, Xs) = D1, %} v5, vs) setzt, wenn »; die der Linie g; entsprechende 
Richtung bezeichnet. Das Biischel der geodatischen Linien durch einen Punkt 
wird somit zum Trager einer eindimensionalen projektiven Struktur und samt- 
liche Begriffe und Satze der projektiven Geometrie des Geradenbiischels 
lassen sich auf. Biischel geodatischer Linien tibertragen. Projektive Abbildun- 
gen von Biischeln aufeinander sind demgemaf solche umkehrbar eindeutigen 
Zuordnungen ihrer Biischellinien, die je vier Linien eines Biischels vier Linien 
eines anderen Biischels mit dem gleichen Doppelverhaltnis entsprechen las- 
sen. Ferner ist eine Involution eine projektive Abbildung eines Biischels in 
sich, die mit ihrer Umkehrung identisch ist. Daf die projektive Geometrie der 
inneren projektiven Geometrie der Flachen angehort, ergibt sich aus dem fol- 
genden bekannten Satz: Bei jeder regularen Abbildung a= a'(u', u*) zweier 
at aalesa? 

Flachen aufeinander mit argh + bleibt das Doppelverhdltnis von vier 
Richtungen invariant. Hierin ist als Sonderfall die Aussage enthalten: Das 
Doppelverhaltnis von vier geodatischen Linien durch einen Punkt ist eine 
Invariante der projektiven Flachenabbildungen. 

Ich komme nun zur projektiven Axiomatik der Flachentheorie. Zur Durch- 
fiihrung eines solchen Vorhabens wird man sich an dem Vorgehen bei der 
axiomatischen Begriindung der ebenen projektiven Geometrie zu orientieren 
versuchen. Nach den bisherigen Austiihrungen iiber die Struktur des Systems 
der geodatischen Linien einer projektiven Flache wird es nahegelegt, als gemein- 
samen Ausgangspunkt die Axiome der Verkniipfung, der Anordnung und der 
Stetigkeit zu wahlen. Um die Formulierungen nicht unnotig zu komplizieren, 
beschranke ich mich ausdriicklich darauf, die Axiomatik einfach konvexer 
Flachen zu studieren. Die Ubertragung auf allgemeine projektive Flachen 
bietet nach dem Verbindbarkeitssatz im Kleinen keine prinzipiellen Schwie- 
rigkeiten. Der Kiirze und der Einpragsamkeit halber werde kiinftig den Namen 
”’Gerade“ statt ’'geodatische Linie“ verwendet. 

Man stelle sich eine Menge von Dingen, Punkte genannt, vor, in der 
gewisse Teilmengen als Geraden ausgezeichnet sind. Folgende Axiome seien 


erfiillt : 
VI: Je zwei verschiedene Punkte gehdren einer und nur einer Gera- 


den an. 
V Il: Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei verschiedene Punkte. 


V Ill: Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. 
Zwischen den Punkten ist ferner eine dreistellige Relation (A, B, C) gege- 
ben, die zu lesen ist: B liegt zwischen A und C. Diese Relation gentige 


folgenden Axiomen: 
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Al: Gilt (A, B,C), so sind A,B,C drei verschiedene Punkte einer 
Geraden. 

All: Aus (A, B, C) folgt (C, B, A). 

A lll: Sind A,B verschiedene Punkte, so gibt es einen Punkt C mit 
CAT Bac): 

AIV: Aus (A, B, C) folgt, daB weder (B, A,C) noch (A,C, B) gilt. 

AV: A,B,C seien drei Runkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Die 
Gerade g gehe weder durch A, noch durch B, noch durch C. g enthalte einen 
Punkt D, fiir den (B,D, C) gelte. Dann enthalt g einen Punkt &, fiir den 
(A, E, B) oder (A, E, C) gilt. 

A V ist das sogenannte Paschsche Axiom, dem ich eine solche Fassung 
gegeben habe, daf sich daraus die Zweidimensionalitéat der Flache ergibt. 

Fiir die Stetigkeitsaxiome sind verschiedene Formulierungen méglich. 
Man muf jedoch darauf achten, da& metrische Begriffe vermieden werden. 
Vermége der Zwischenbeziehung la48t sich in bekannter Weise auf jeder 
Geraden eine Ordnung ihrer Punkte definieren. Im Sinne dieser Ordnung sind 


in der folgenden Fassung die Begriffe ,,dicht“ und ,,Dedekindscher Schnitt*‘ 
zu verstehen. 

S I: Auf jeder Geraden gibt es eine abzahlbare, iiberall dichte Punktmenge. 

S If: Jeder Dedekindsche’ Schnitt auf einer beliebigen Geraden bestimmt 
einen Punkt dieser Geraden. 

Daf alle diese Axiome auf einer einfach konvexen Flache erfiillt sind, 
folgt ohne erhebliche Schwierigkeiten aus dem Verbindbarkeitssatz im Klei- 
nen und der topologischen Struktur der Flache und derjenigen der geoda- 
tischen Linién. . 

Man weifb, welche Rolle der Desarguessche und der Pascalsche Satz 
beim weiteren Ausbau der ebenen Geometrie spielen. Sie sind nétig zur Ein- 
fiihrung spezifisch projektiver Strukturen auf der Geraden und im Biischel. 
Insbesondere gestatten sie die Einfiihrung projektiver Koordinaten und des. 
Doppelverhaltnisses. Fiir unser Vorhaben, moglichst alle projektiven Flachen 
zu erfassen, sind sie jedoch nicht brauchbar, denn die Forderung ihrer Giil- 
tigkeit wiirde sofort zur ebenen projektiven Geometrie fiihren. Man muB sich 
daher nach einem Ersatz etwa fiir den Desarguesschen Satz umsehen. ° 

Wie gezeigt worden ist, sind die Biischel geodatischer Linien Trager 
einer eindimensionalen projektiven Struktur. Fiir die Axiomatik besteht die 
Aufgabe, diese konstruktiv zu erzeugen. Es liegt nun vielleicht der Gedanke 
nahe, die Methoden der ebenen projektiven Geometrie ins Infinitesimale zu 
iibertragen, die erforderlichen Konstruktionen also durch Grenzprozesse zu 
bewaltigen. Zur axiomatischen Begriindung ware dann. die Giiltigkeit’ des 
Desarguesschen Satzes im Unendlichkleinen zu fordern. Da ein solches Vor- 
gehen méglich ist, sollen die nachstehenden Betrachtungen plausibel machen. 
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Einen Satz der ebenen projektiven Geometrie kann man ganz allgemein 
auffassen als eine Aussage folgender Natur: Gegeben sind eine endliche Anzahl 
von Punkten P; und Geraden g;, zwischen denen gegebene projektive Bezie- 
hungen bestehen; dann bestehen zwischen anderen Punkten Q, und Geraden 
f,, die durch gegebene Schnitt- und Verbindungsoperationen aus den P, und 
8 erzeugt werden, gewisse weitere Inzidenzbeziehungen und Doppelverhalt- 
hiseigenschaften. Unter einem infinitesimalen Analogon eines solchen Satzes 
verstehe ich die folgende Aussage: Riicken die P; und g; unter Aufrechter- 
haltung ihrer projektiven Beziehungen und der Konstruktionsvorschriften fir 
die Q,.,4, gegen gewisse gegebene Grenzlagen, so streben auch die Q, und 
h, gegen bestimmte Grenzlagen und zwischen diesen Grenzlagen bestehen die 
im elementaren Satze ausgesagten Inzidenzbeziehungen und Doppelverhiit- 
niseigenschaften. Natiirlich handelt es sich hierbei nur um ein heuristisches 
Prinzip. AuBerdem ist zu bedenken, dafi es zu einem gegebenen elementaren 
Satz je nach der Art der Grenziibergange verschiedene infinitesimale Analoga 
geben kann. 

Ich méchte dieses eben beschriebene Verfahren an dem Beispiel des 
Satzes von den harmonischen Eigenschaften des vollstandigen Vierecks erlautern. 
Ich gebe dem Satz die folgende Fassung: A, B,C, D seien die Ecken eines 
volistandigen Vierecks. E, F,G seien die Schnitte von AC und BD, AB und 
DC, AD und BC. Dann wird das Geradenpaar AC, BD durch das Geraden- 
paar EF, EG harmonisch getrennt. Zu einem infinitesimalen Analogon gelangt » 
man z.B. so: A, B,C, D mégen gegen einen und denselben Punkt O kon- 
vergieren und zwar derart, daB die Geraden AB, CD beide gegen eine Gerade 
£,,AD,BC beide gegen g, und AC gegen g, konvergieren. Sind gi, 22, 2s 
von einander verschieden, so konvergiert BD gegen eine Gerade 21; 21, 22, 23, 24 
gehen durch O, und g;, g, wird durch gs, g, harmonisch getrennt. Die Punkte 
E,F habe ich als unwesentlich fiir die Giiltigkeit des Satzes und der Ein- 
fachheit halber auBer Betracht gelassen. Ein derartiger Satz la8t sich nun in 
der Tat fiir geodatische Vierecke auf einer beliebigen projektiven Flache 
beweisen. Auf den Beweis kann ich hier nicht eingehen. 

Zu den meisten Satzen der ebenen projektiven Geometrie z. B. auch dem 
Desarguesschen und Pascalschen Satz lassen sich infinitesimale Analoga for- 
mulieren, die auf projektiven Flachen Giiltigkeit besitzen. Der infinitesimale 
Desarguessche Satz l4Bt sich, indem man fiir den Grenziibergang unwesent- 
liche und iiberfliissige Elemente wegla8t, erheblich vereinfachen und auf fol- 
gende Aussage reduzieren, welche als Spezialfall den oben formulierten Satz 


enthdalt : 


Satz vom infinitesimalen Viereck: Auf einer projektiven Flache mogen die 
ier Punkte A,B, C,D vier Folgen durchlaufen, welche gegen ein und den- 
selben Punkt O konvergieren. Dabei’mégen die Geraden AB, BC, CD, DA, AC 
gegen die Geraden a,b,c, d,e streben. Unter diesen fiinf Geraden soilen keine 


: 
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OB OJIHOM AKCHOMATUYECKOM OBOCHOBAHUN BHYTPEHHEM 
TEOMETPHN NOBEPXHOCTENM 


B. PbIHOB (Fpewdpcsanba) 


(Peswme) 


YKenaHve OGOCHOBATh MPOCKTHBHYW TEOMETPHHO HC3aBUCUMO OT €RKIMAOBON NpHBeNO 
k YCTAHOBICHHIO NPOCKTHBHOW CHCTEMbI aKCHOM, o3Hayaloule C TONKH SBpeHna .Andpeper- 
WHaNbHOH reOMeTPHH. OrpaHuyeHHe MpOCTpakCTBaMH NOCTOAHHOH KPHBMSHbI. ABIAeTCA 
SKENATEAKHDIM OTKAZaTECA OT ATOrO OrpaHnyeHHA, MH H3MEHATh CHCTEMY AKCMOM Tak, 4TOObI 
OHa OXBATBIBA.1a BO3MOKHO G6Onee WupOKHH KNacc NpoctpancTs. B cooTBeTcBMM C 3THM, 
aBTOP HCCHEAyeT BOZMOXKHOCTh AKCHOMATHYECKOFO OOOCHOBAHHA BHYTpeHHeH Andppepenuna-tb- 
HO TeOMeTPHH, HeEZABUCHMO. OT MeTPHYCCKHX MOHATHA; OOOCHOBAHHE STOO NPUMbIKaeT K 
MPOCKTHBHOH akCMOMATHKE WK OTHOCMTCA TOAKO K JBYM H3MEPCHHAM. 
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